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GEOMETRIA NIEORTODOKSYJNA
PIOTR S´NIADY
1. Wste֒p
Wstan´ i zro´b krok przed siebie. Obro´c´ sie֒ w prawo o 90 stopni i zno´w zro´b krok przed siebie.
Jeszcze raz. I jeszcze raz. Gdzie jestes´ teraz? To proste. Chodzi les´ po kwadracie i teraz zno´w
jestes´ tam, gdzie na pocza֒tku. Ale czy na pewno? Co sie֒ stanie, jes´li be֒dziesz robic´ dwa razy takie
kroki? Wydaje sie֒, z˙e be֒dziesz chodzic´ po dwa razy wie֒kszym kwadracie i teraz tez˙ wro´cisz do
punktu pocza֒tkowego. A co jes´li be֒dziesz robic´ naprawde֒ duz˙e kroki? Naprawde֒ duz˙e,
na przyk lad d lugos´ci 10000 kilometro´w? Zobaczmy...
Wcale nie wro´cili´smy do punktu wyj´scia! Czy nie jest to zastanawiaja֒ce? Co ciekawsze, do
punktu wyj´scia wro´cili´smy juz˙ po wykonaniu trzech kroko´w. Nasze stopy wykres´li ly boki tro´jka֒ta,
kto´rego wszystkie ka֒ty sa֒ proste! Zatem wbrew temu, czego uczy sie֒ w szko lach, suma ka֒to´w
w naszym tro´jka֒cie nie jest ro´wna 180 stopni!
No jasne, zadaja֒c pytanie o chodzeniu i zakre֒caniu nie doda lem, z˙e mamy chodzic´ po
powierzchni kuli ziemskiej. Gdybys´my chodzili po p laszczyz´nie, takich dziwnych zjawisk bys´my
na pewno nie znalez´li. Jaka cecha ro´z˙ni wie֒c p laszczyzne֒ i sfere֒? Jest nia֒ krzywizna. I w las´nie
badaniu wspania lych perspektyw, jakie ona nam daje, jest pos´wie֒cona ta ksia֒z˙eczka.
Na pocza֒tku zbadamy jak wygla֒da uprawianie geometrii na najprostszej powierzchni obdar-
zonej krzywizna֒–na sferze. Spro´bujemy udowodnic´ twierdzenie Pitagorasa i nauczymy sie֒ dos´c´
dziwnych sposobo´w na mierzenie pola powierzchni. No i us´ci´slimy, co to jest krzywizna. Potem
zabierzemy sie֒ za dos´c´ dowolne powierzchnie zakrzywione. Zastanowimy sie֒ czym zasta֒pic´ poje֒cie
odcinka i prostej. Be֒dziemy starali sie֒ g le֒biej zrozumiec´ dlaczego ida֒c prosto, idziemy tak krzywo.
Dowiemy sie֒, co to jest charakterystyka Eulera i udowodnimy niezwyk ly wzo´r na ca lkowita֒ krzy-
wizne֒ np. filiz˙anki. Przy okazji moz˙e zrozumiemy troche֒ ogo´lnej teorii wzgle֒dnos´ci i dlaczego
wszystko spada na do´ l.
Poniewaz˙ nie jest to podre֒cznik, ale raczej przenos´ny inspirator, przygotowa lem nieco prob-
lemo´w i zadan´. Sa֒ bardzo ro´z˙ne: niekto´re sa֒ dos´c´ proste, inne naprawde֒ trudne. Jest ich na tyle
duz˙o, z˙e chyba nie da sie֒ ich wszystkich rozwia֒zac´, zatem ro´wniez˙ od was zalez˙y, kto´re wybierzecie.
Rozdzia l o spacerach na parkietach zawiera naprawde֒ trudne problemy. Jes´li chcesz napisac´ prace֒
na Konkurs Prac Uczniowskich z Matematyki i szukasz tematu...
Jes¨li spodoba wam sie֒ taka geometria, moz˙e zechcecie poczytac´ cos´ wie֒cej? W razie jakichs´
k lopoto´w, moz˙ecie do mnie pisac´.
Chcia lbym przeprosic´ za brak jakichkolwiek rysunko´w. Jaki jest poz˙ytek z ksia֒z˙ki, w kto´rej nie
ma ani konwersacji, ani ilustracji?1
Do niniejszych warsztato´w napisa lem modu ly do pisania w lasnych prostych pro-
gramo´w w Pascalu, kto´re pozwola֒ wam namacalnie poeksperymentowac´ z krzywizna֒.
Aby je otrzymac´ bezp latnie, nalez˙y przys lac´ do mnie pusta֒ dyskietke֒ 3.5”. Jedynym
warunkiem, jaki musisz spe lnic´, by w pe lni legalnie korzystac´ z tych programo´w jest
przes lanie na mo´j adres  ladnej poczto´wki. Zerknij do pliku czytaj.to! przed uz˙yciem.
2. Co warto czytac´?
Co na pewno warto poczytac´?
Pierwsza wersja tej ksia֒z˙eczki powsta la jako przewodnik po warsztatach o krzywiznie, kto´re autor prowadzi l na
obozie stypendysto´w Krajowego Funduszu na rzecz Dzieci w Jadwisinie 12–24 kwietnia 1997. Adres do korespon-
dencji: ul. S´liczna 49/12 50-566 Wroc law. E-mail:psnia@math.uni.wroc.pl.
1Lewis Carroll, Alicja w krainie czaro´w.
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• H. Abelson, A. A. diSessa, Geometria z˙o´ lwia. Bardzo dobra ksia֒z˙ka, wbrew pozorom nie
informatyczna, ale w las´nie matematyczna. Sie֒gnijcie po nia֒ koniecznie!
• W. Krysicki, H. Pisarewska, T. S´wia֒tkowski, Z geometria֒ za pan brat.
• M. Kordos, Pole tro´jka֒ta sferycznego i wzo´r Eulera. Delta 5/1996.
• M. Kordos, O ro´z˙nych geometriach.
• Feynmana wyk lady z fizyki, tom II cze֒s´c´ 2, rozdzia l 42. Ten rozdzia l jest o przestrzeni
zakrzywionej, ale warto czytac´ tez˙ inne rozdzia ly. Jest to przepie֒kna ksia֒z˙ka.
• Matematyka wspo´ lczesna, dwanas´cie esejo´w. red. L. A. Steen, esej Rogera Penrose’a.
• G. Gamow, Mister Tompkins w krainie czaro´w. Wspania la bas´n´.
• H. M. S. Coxeter, Geometria dawna i nowa. Polecam kaz˙demu geometrze, choc´ akurat ma lo
jest w niej mowy o tym, czym tu sie֒ zajmujemy
• S. Kulczycki, Geometria nieeuklidesowa.
• D. Hilbert, S. Cohn-Vossen, Geometria pogladowa.
Poniz˙sze pozycje sa֒ ma lo ciekawe, ale jest w nich troche֒ wzorko´w trygonometrii sferycznej.
• Encyklopednia szkolna, Matematyka, s. 290-291.
• red. I. Dziubin´ski, T. S´wia֒tkowski, Poradnik matematyczny, PWN, rozdzia l V.2
• Poradnik inz˙yniera - Matematyka, rozdzia l 2.
A jes´li jestes´ juz˙ koneserem...
• B. Schutz, Wste֒p do ogo´lnej teorii wzgle֒dnos´ci. Wbrew temu, co mo´wi tytu l (a moz˙e zgodnie
z tytu lem?), jest to wspania ly, prosty podre֒cznik geometrii ro´z˙niczkowej.
• Gallot, Riemannian geometry. Pie֒kne, ale po angielsku.
• L. Landau, E. Lifszic, Teoria pola, rozdzia ly 10 i 11. Na pocza֒tek lepiej poczytac´ Schutza.
• K. Maurin, Analiza tom II. Uwaga! Ta ksia֒z˙ka nie jest podre֒cznikiem. Wielu ludzi, kto´rzy tak
pro´bowali ja֒ czytac´: grzecznie, strona po stronie, zwa֒tpi lo w swoje si ly i wpad lo w kompleksy.
Ale chyba warto zobaczyc´ np. jak Maurin na kilka sposobo´w definiuje wektory.
• Prawie dowolna ksia֒z˙ka z geometria֒ ro´z˙niczkowa֒ w tytule.
3. Krzywa na p laszczyznie.
Popatrz na ro´z˙ne krzywe na p laszczyznie. Na przyk lad na prosta֒. Chyba wszyscy sie֒ zgodzimy,
z˙e jest ona prosta i nie jest wcale skrzywiona.
A okra֒g? Tak, okra֒g na pewno jest skrzywiony. Im wie֒kszy okra֒g, tym bardziej staje sie֒
podobny do prostej i tym mniej jest skrzywiony, a im mniejszy–tym bardziej.
Maja֒c juz˙ teraz jakies´ intuicje czym krzywizna jest, zdefiniujemy krzywizne֒ okre֒gu po
prostu jako odwrotnos´c´ jego promienia (a jaka jest krzywizna prostej?).
A co z krzywizna֒ bardziej skomplikowanych krzywych? Jedno widac´ na pierwszy rzut oka:
mianowicie krzywizna zazwyczaj nie be֒dzie sta la֒ wielkos´cia֒ na ca lej d lugos´ci krzywej, ale be֒dzie
zmieniac´ sie֒ od punktu do punktu.
Tak wie֒c, aby zmierzyc´ krzywizne֒ jakiej´s krzywej w pewnym punkcie, spro´bujmy jak naj-
dok ladniej przybliz˙yc´ ja֒ w tym punkcie przy pomocy okre֒gu. Krzywizne֒ krzywej przyjmiemy za
ro´wna֒ krzywiznie tego okre֒gu. Ale co to w las´ciwie znaczy: jak najdok ladniej przybliz˙yc´ krzywa֒
przy pomocy okre֒gu?
Ja proponuje֒ taka֒ metode֒: wybieramy sobie dwa punkty krzywej bardzo bliskie punk-
towi, w kto´rym chcemy liczyc´ krzywizne֒. W kaz˙dym z tych dwo´ch punkto´w ry-
sujemy prosta֒ normalna֒ do krzywej (normalna–to prosta prostopad la do stycznej).
Punkt przecie֒cia normalnych powinien byc´ juz˙ bardzo blisko od s´rodka poszukiwanego
okre֒gu.
Jeszcze tylko drobny problem techniczny. Mianowicie powinni´smy tak otrzymany promien´ krzywizny i
krzywizne֒ opatrywac´ znakiem plus lub minus zalez˙nie od tego, w kto´ra֒ strone֒ wygie֒ta jest nasza krzywa.
3.1. Krzywizna paraboli i elipsy. Jaka jest krzywizna paraboli y = ax2 mierzona w punkcie
(0, 0)? Jaka jest krzywizna elipsy o d lugiej po´ losi a i odleg los´ci ognisk 2bmierzona w wierzcho lkach?
3.2. Ca lkowita krzywizna krzywej. Rozpatrzmy krzywa֒ zamknie֒ta֒, kto´ra sk lada sie֒ z kilku
 luko´w okre֒go´w tak dobranych, z˙eby nasza krzywa by la g ladka, bez ’kanto´w’. Na kaz˙dym  luku
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okre֒gu krzywizna jest sta la. Dla kaz˙dego  luku mnoz˙ymy jego d lugos´c´ i jego krzywizne֒. Sume֒ tych
liczb nazywamy ca lkowita֒ krzywizna֒ krzywej.
Jaka jest ca lkowita krzywizna okre֒gu o promieniu r? Jaka jest ca lkowita krzywizna krzywej
zamknie֒tej bez pe֒telki, z jedna֒ i z dwoma pe֒telkami? Czy moz˙na uogo´lnic´ ca lkowita֒ krzywizne֒
takz˙e na inne krzywe, niz˙ tylko na sk ladaja֒ce sie֒ z  luko´w okre֒go´w?
3.3. Bardzo trudny problem. Mo´wimy, z˙e krzywa ma wierzcho lek w danym punkcie, jes´li
krzywizna ma w tym punkcie lokalne maksimum lub minimum. Jasne jest, z˙e kaz˙da krzywa
zamknie֒ta ma co najmniej dwa wierzcho lki. Pokaz˙ (ale to naprawde֒ trudne!), z˙e kaz˙da zamknie֒ta
krzywa bez pe֒telek ma co najmniej cztery wierzcho lki.
4. Geometria zewne֒trzna, geometria wewne֒trzna.
Nasza krzywa w poprzednim rozdziale lez˙a la sobie na p laszczyz´nie. Jej krzywizna zalez˙a la od
tego, jak ktos´ ja֒ tam po loz˙y l. Ale czy ta krzywizna mog laby byc´ zmierzona przez jednowymi-
arowego mieszkan´ca krzywej, kto´ry nic nie wie o niczym, co wystaje poza ta֒ krzywa֒? Oczywi´scie
nie! Po prostu moz˙emy paluchem pocia֒gna֒c´ za ta֒ krzywa֒ zmieniaja֒c zupe lnie jej kszta lt i w
ogo´le nie zmieniaja֒c np. d lugos´ci jednowymiarowych przedmioto´w lez˙a֒cych na krzywej. Moz˙emy
dowolnie zmieniac´ krzywizne֒, a mieszkaniec krzywej nic nie zauwaz˙y!
Dlatego nasza krzywizna jest obiektem nalez˙a֒cym do geometrii zewne֒trznej i nie nalez˙a֒cym
do geometrii wewne֒trznej. Geometria zewne֒trzna zajmuje sie֒ obiektami, kto´re zalez˙a֒
od tego, w jaki sposo´b badany s´wiat (w tym wypadku nasza krzywa) jest zanurzony w
przestrzeni o wie֒kszej liczbie wymiaro´w (w naszym przypadku by la to p laszczyzna).
Natomiast geometria wewne֒trzna zajmuje sie֒ tylko tymi obiektami i w lasnos´ciami,
kto´re moga֒ byc´ zbadane i zmierzone przez mieszkan´cow danego s´wiata. Oczywi´scie
takie w lasnos´ci nie zalez˙a֒ od sposobu, w jaki dany s´wiat jest zanurzony w przestrzeni o wie֒kszej
liczbie wymiaro´w.
Danym s´wiatem moz˙e byc´ na przyk lad krzywa, kto´ra moz˙e byc´ ro´z˙nie po loz˙ona na p laszczyznie
albo kartka papieru, kto´ra moz˙e byc´ albo p lasko roz loz˙ona albo zwinie֒ta w kawa lek bocznej
powierzchni walca. Ro´z˙ne sposoby zanurzenia nie zmieniaja֒ oczywi´scie wewne֒trznej geometrii.
Poniewaz˙ kaz˙da krzywa wygla֒da dla jej mieszkan´ca tak samo jak kawa lek prostej, wie֒c krzywa
nie ma wewne֒trznej krzywizny. Be֒dziemy wie֒c musieli wybrac´ sie֒ na poszukiwanie krzywizny
wewne֒trznej w wyz˙sze wymiary...
5. Geometria na sferze
Chcemy uprawiac´ geometrie֒ na sferze. Na p laszczyz´nie mieli´smy proste i odcinki, czyli na-
jkro´tsze krzywe  la֒cza֒ce punkty–na sferze takimi krzywymi sa֒ okre֒gi, ale nie wszystkie. Tylko te,
kto´re otrzymuje sie֒ przecinaja֒c sfere֒ p laszczyzna֒ przechodza֒ca֒ przez s´rodek sfery. Takie okre֒gi
nazywamy wielkimi ko lami. O jakich s lynnych wielkich ko lach uczymy sie֒ na lekcjach geografii?
Umawiamy sie֒, z˙e duz˙ymi literami be֒dziemy oznaczac´ punkty, a ma lymi wielkie ko la.
Oczywi´scie tak jak na p laszczyz´nie przez kaz˙de dwa punkty moz˙na przeprowadzic´ prosta֒, tak
przez kaz˙de dwa punkty sfery moz˙na przeprowadzic´ wielkie ko lo (czasami nawet na wiele
ro´z˙nych sposobo´w! kiedy?).
O ile jednak na p laszczyz´nie istnieja֒ proste, kto´re sie֒ nie przecinaja֒ (czyli sa֒ ro´wnoleg le), to na
sferze przecinaja֒ sie kaz˙de dwa wielkie ko la (i to w dwo´ch punktach!).
Na sferze moz˙emy mierzyc´ odleg los´ci ro´z˙nych punkto´w od siebie. Umawiamy sie֒, z˙e liczymy
odleg los´c´ chodza֒c po powierzchni sfery (tak jak ludzie mierza֒ odleg los´ci na powierzchni Ziemi), a
nie na skro´ty (jak to robia֒ krety).
Z mierzeniem ka֒to´w miedzy ko lami wielkimi nie ma chyba problemo´w.
Aha, i jeszcze ma le za loz˙enie, kto´re troche֒ nam upros´ci rachunki: powiedzmy, z˙e nasza sfera
ma promien´ d lugos´ci 1.
Zauwaz˙, z˙e wyz˙ej rozwaz˙ane poje֒cia (wielkie ko lo, odleg los´c´ dwo´ch punkto´w, ka֒t
pomie֒dzy wielkimi ko lami) nalez˙a֒ do geometrii wewne֒trznej sfery.
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5.1. Co to jest punkt? Jak mierzyc´ odleg los´c´ punkto´w? Co to jest punkt? To nie
jest trudne pytanie: po wprowadzeniu uk ladu wspo´ lrze֒dnych w ten sposo´b, by pocza֒tek uk ladu
wspo´ lrze֒dnych by l s´rodkiem sfery, moz˙emy mys´lec´ o punktach sfery jako o tro´jkach liczb (x, y, z)
takich, z˙e x2 + y2 + z2 = 1.
Mamy dane dwa punkty lez˙a֒ce na sferze: P = (x1, y1, z1) i Q = (x2, y2, z2). Jaka jest ich
odleg los´c´? Zauwaz˙my, z˙e odleg los´c´ dwo´ch punkto´w sfery jest ro´wna ka֒towi jaki tworza֒ te punkty
ze s´rodkiem sfery. Z w lasnos´ci iloczynu skalarnego mamy
−→
OP ·
−→
OQ= cos∠POQ | OP | | OQ |
Tak wie֒c oznaczaja֒c odleg los´c´ naszych punkto´w przez l, mamy
cos l =
−→
OP ·
−→
OQ= x1x2 + y1y2 + z1z2
5.2. Co to jest wielkie ko lo? Kaz˙de wielkie ko lo jest wyznaczone przez p laszczyzne֒, kto´ra przez
nie przechodzi. Ogo´lne ro´wnanie p laszczyzny lez˙a֒cej w przestrzeni i przechodza֒cej przez s´rodek
uk ladu wspo´ lrze֒dnych to ax + by + cz = 0, gdzie a, b, c sa֒ dowolnymi liczbami (za wyja֒tkiem
przypadku, gdy a, b, c sa֒ wszystkie ro´wne 0). Oczywi´scie jes´li wszystkie trzy wspo´ lczynniki
przemnoz˙ymy przez ten sam czynnik, otrzymamy to samo wielkie ko lo, dla uproszczenia wie֒c
moz˙emy przemnoz˙yc´ je tak, z˙eby a2 + b2 + c2 = 1.
Tak wie֒c moz˙emy mys´lec´ o wielkim kole jako o tro´jce liczb (a, b, c) takiej, z˙e a2 + b2 + c2 = 1.
Przy okazji widac´, w jaki sposo´b moz˙na  latwo sprawdzic´, czy prosta (a, b, c) przechodzi przez
punkt (x, y, z): jest tak wtedy, gdy ax+ by + cz = 0.
5.3. Dualnos´c´. Rozpatrzmy tro´jke֒ liczb (a, b, c), a2+b2+c2 = 1. Moz˙emy te֒ tro´jke֒ interpretowac´
jako wspo´ lrze֒dne pewnego punktu sfery P lub jako wspo´ lczynniki wyznaczaja֒ce pewne wielkie ko lo
p. Jaka relacja zachodzi pomie֒dzy tak wyznaczonymi punktem i wielkim ko lem?
To proste: dla dowolnego punktu Q = (x, y, z) lez˙a֒cego na wielkim kole p iloczyn skalarny
wektoro´w
−→
OQ i
−→
OP jest ro´wny ax + by + cz = 0 i te wektory sa֒ prostopad le. Zatem prosta OP
jest prostopad la do p laszczyzny wielkiego ko la p.
Wprowadzimy przekszta lcenie zwane dualnos´cia֒: po prostu punkt o wspo´ lrze֒dnych (x, y, z)
zasta֒pimy wielkim ko lem (x, y, z), a wielkie ko lo (a, b, c) zasta֒pimy punktem o wspo´ lrze֒dnych
(a, b, c). Punkty przechodza֒ w wielkie ko la, a wielkie ko la w punkty.
Udowodnij, z˙e jes´li punkt P lez˙y na kole s i w wyniku dualnos´ci punkt P przejdzie
w ko lo p, a ko lo s w punkt S, to ro´wniez˙ punkt S lez˙y na kole p.
Udowodnij, z˙e jes´li w wyniku dualnos´ci punkty P , Q przechodza֒ w wielkie ko la p,
q, to odleg los´c´ PQ jest ro´wna jednemu z dwo´ch ka֒to´w, jaki tworza֒ przecinaja֒ce sie֒
wielkie ko la p, q.
Dzie֒ki dualnos´ci moz˙emy  latwo obliczyc´ ka֒t α, jaki tworza֒ przecinaja֒ce sie֒ wielkie ko la
(a1, b1, c1) i (a2, b2, c2). Wiemy, z˙e ten ka֒t jest ro´wny odleg los´ci punkto´w (a1, b1, c1) i (a2, b2, c2),
a te֒ odleg los´c´ mierzyli´smy w rozdziale 5.1 przy pomocy iloczynu skalarnego: cosα = a1a2+ b1b2+
c1c2.
Dualnos´c´ przeprowadza wierzcho lki tro´jka֒ta pewne wielkie ko la, a boki w pewne punkty. Te
wielkie ko la i punkty tworza֒ tro´jka֒t dualny do pocza֒tkowego. Boki tro´jka֒ta dualnego sa֒ ro´wne
ka֒tom przyleg lym wyj´sciowego tro´jka֒ta (ka֒t przyleg ly to π minus ka֒t wewne֒trzny) i
na odwro´t.2
2Ojej! A dlaczego boki tro´jka֒ta dualnego nie sa֒ po prostu ro´wne ka֒tom wewne֒trznym tro´jka֒ta wyj´sciowego
i na odwro´t? Definiuja֒c dualnos´c´ przes´lizgne֒li´smy sie֒ nad dos´c´ waz˙nymi technicznymi szczego´ lami. Po prostu
jedno ko lo wielkie moz˙e byc´ opisane na dwa sposoby jako tro´jka liczb, np. jako (a, b, c) lub jako (−a,−b,−c), a
zatem przy dualizacji odpowiadaja֒ mu dwa punkty. Z˙eby to odpowiednios´c´ by la wzajemnie jednoznaczna trzeba
na wielkim kole namalowac´ strza lke֒ (nazywamy to wyborem orientacji). Moz˙esz mys´lec´ o tym tak, z˙e na ro´wniku
Ziemi zaznaczyli´smy jej kierunek rotacji. Kiedy zastanawiasz sie֒, kto´ry z bieguno´w planety nalez˙y wybrac´ jako
punkt dualny do wielkiego ko la, powinienes´ zawsze wybrac´ biegun po´ lnocny (Puchatek go znalaz l!). Natomiast gdy
rysujesz wielkie ko lo dualne do jakiegos´ punktu, powinienes´ na nim jeszcze zaznzczyc´ strza lke֒. Zno´w masz dwie
moz˙liwos´ci... Wybierz wie֒c taki kierunek rotacji, by wyj´sciowy punkt by l biegunem po´ lnocnym!
Czy jeszcze pamie֒tasz to zadanie: udowodnij, z˙e jes´li w wyniku dualnos´ci punkty P , Q przechodza֒ w wielkie
ko la p, q, to odleg los´c´ PQ jest ro´wna jednemu z dwo´ch ka֒to´w, jaki tworza֒ przecinaja֒ce sie֒ wielkie ko la p, q.
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Dualnos´c´ okazuje sie֒ byc´ bardzo przydatnym narze֒dziem. Powiedzmy, z˙e umiemy udowodnic´
jakies´ twierdzenie zachodza֒ce dla dowolnego tro´jka֒ta sferycznego. Jes´li zamienimy w tym twierdze-
niu s lowa punkt, wierzcho lek, miara ka֒ta na s lowa wielkie ko lo, bok, d lugos´c´ boku i na odwro´t, a
d lugos´ci boko´w a, b, c i miary ka֒to´w α, β, γ zasta֒pimy przez π − α, π − β, π − γ i π − a, π − b,
π − c, to dostaniemy inne prawdziwe twierdzenie. Rozumiesz dlaczego tak jest?
5.4. Suma ka֒to´w w tro´jka֒cie. Czy suma ka֒to´w w tro´jka֒cie jest ro´wna zawsze π? Od czego to
zalez˙y? Do tego problemu jeszcze wro´cimy w rozdziale 9.
5.5. Twierdzenie Pitagorasa. Rysujemy na sferze tro´jka֒t prostoka֒tny ABC. Moz˙emy sobie
tak wybrac´ uk lad wspo´ lrzednych w przestrzeni, z˙eby O–pocza֒tek uk ladu wspo´ lrzednych pokrywa l
sie ze s´rodkiem sfery. Os´ x wybieramy tak, z˙eby przecina la sfere֒ w punkcie C. Osi y i z wybieramy
tak, z˙eby punkt A lez˙a l na p laszczyz´nie wyznaczonej przez osi x i y, a punkt B lez˙a l na p laszczyz´nie
wyznaczonej przez osi x i z.
Jakie wspo´ lrzedne maja֒ wierzcho lki tro´jka֒ta? Oczywi´scie punkt C ma wspo´ lrzedne [1, 0, 0].
Odleg los´c´ punktu A od C, czyli ka֒t ∠AOC jest ro´wna b. Widac´ wie֒c, z˙e A = [cos b, sin b, 0].
Analogicznie dowodzi sie֒, z˙e B = [cos a, 0, sina].
Iloczyn skalarny wektoro´w
−→
OA i
−→
OB jest ro´wny kosinusowi d lugos´ci boku c. Z drugiej jednak
strony ten iloczyn jest ro´wny po prostu cos a cos b. I tak otrzymujemy twierdznie Pitagorasa:
cos c = cos a cos b
Czy przypomina ono stare twierdzenie Pitagorasa dla p laszczyzny?
5.6. Twierdzenie kosinuso´w (wzory al-Battaniego). Zapewne znasz twierdzenie kosinuso´w,
czyli uogo´lnienie twierdzenia Pitagorasa na tro´jka֒ty niekoniecznie prostoka֒tne. Spro´buj samodziel-
nie odkryc´, jak ono wygla֒da na sferze!
5.7. Trygonometria. Rozpatrzmy tro´jka֒t prostoka֒tny ABC, ∠ACB = π2 . Na p laszczyz´nie
mielibys´my sinα = a
c
oraz cosα = b
c
. A jak jest na sferze?
5.8. Twierdzenie sinuso´w. Udowodnij twierdzenie sinuso´w:w tro´jka֒cie sferycznym o bokach a,
b, c i ka֒tach α, β, γ zachodzi
sinα
sin a
=
sinβ
sin b
=
sin γ
sin c
Bardzo pomys lowy dowo´d znajduje sie֒ w Podre֒czniku inz˙yniera, ale moz˙na tez˙ skorzystac´ z
trygonometrii.
5.9. Obwo´d i pole ko la. Wszyscy znamy wzory na pole ko la i obwo´d okre֒gu o danym promieniu.
A jak wygla֒daja֒ analogiczne wzory na sferze?3
5.10. Sfera o dowolnym promieniu. Wszystkie wzorki w tym rozdziale dotyczy ly sfery o
promieniu 1. Jak nalez˙y je zmodyfikowac´, by dotyczy ly sfery o dowolnym promieniu r?
Teraz juz˙ moz˙emy powiedziec´, o kto´ry ka֒t chodzi. To tak samo, jak narysowanie strza lek na przecinaja֒cych sie֒
prostych czyni z nich po´ lproste, a ka֒t mie֒dzy po´ lprostymi jest jednoznacznie okres´lony.
Dobra, dobra, co to ma wspo´lnego z naszym tro´jka֒tem? To proste, boki tro´jka֒ta to kawa lki wielkich ko´ l.
Koniecznie trzeba namalowac´ na kaz˙dym strza lke֒. Radze֒ zrobic´ ci to tak, by kazac´ jakiej´s mro´weczce obej´sc´ two´j
tro´jka֒t i kierunki strza lek na kaz˙dym boku wybrac´ zgodnie z kierunkiem, w jakim sz la po nim mro´wka. Sprawdz,
z˙e ka֒ty mie֒dzy tak zorientowanymi wielkimi ko lami to dok ladnie ka֒ty przyleg le tro´jka֒ta.
3Moz˙e zerkniesz na strone֒ 90. ksia֒z˙ki Marka Kordosa, Wyk lady z historii matematyki, na kto´rej pokazany jest
elementarny sposo´b na liczenie powierzchni sfery. Moz˙esz go potrzebowac´!
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5.11. Ma ly kawa lek sfery to prawie p laszczyzna. Ma ly kawa lek sfery jest bardzo
podobny do p laszczyzny, zatem wszystkie wzory geometrii sferycznej powinny dla
ma lych d lugos´ci odcinko´w sprowadzic´ sie֒ do zwyk lych wzoro´w geometrii p laskiej.
Sprawdz´ to: wez´ kilka wzoro´w trygonometrii sferycznej (np. udowodnione przez nas twierdzenie
Pitagorasa dla sfery; inne wzorki moz˙esz znalez´c´ w Encyklopedii Szkolnej, w Poradniku inz˙yniera
i w Poradniku matematycznym). Co sie֒ z nimi dzieje, jes´li za loz˙ysz, z˙e rozmiar rozwaz˙anego
tro´jka֒ta jest bardzo ma ly w poro´wnaniu z promieniem sfery? Pamie֒taj, z˙e dla ma lych ka֒to´w α
mamy sinα ≈ α− α36 i cosα ≈ 1 − α
2
2 +
α4
24 . Ostroz˙nie! Ma ly tro´jka֒t ma ma le boki, ale ca lkiem
duz˙e ka֒ty.
Zamiast zak ladac´, z˙e nasz tro´jka֒t jest ma ly moz˙esz za loz˙yc´, z˙e sfera ma duz˙y promien´.
Patrza֒c choc´by na twierdzenie Pitagorasa widac´, z˙e twierdzenia geometrii sferycznej wygla֒daja֒
dos´c´ egzotycznie w poro´wnaniu z ich klasycznymi odpowiednikami. Czasami nawet jedno twierdze-
nie o zwyk lym tro´jka֒cie ma kilka ro´z˙nych odpowiedniko´w dla tro´jka֒ta sferycznego.
5.12. Sfera o nieskon´czenie duz˙ym promieniu to w granicy zwyk la p laszczyzna. Czy moz˙na jakos´
wprowadzic´ dualnos´c´ na p laszczyznie? Nie znam odpowiedzi i che֒tnie sie֒ dowiem.
5.13. P laszczyzna rzutowa. Definiuja֒c dualnos´c´ przes´lizgne֒li´smy sie֒ nad dos´c´ waz˙nymi tech-
nicznymi szczego´ lami. Przeciez˙ istnieja֒ tak naprawde֒ dwa punkty na sferze, kto´re sa֒ dualne do
danego wielkiego ko la. Te punkty sa֒ do siebie antypodyczne, czyli lez˙a֒ symetrycznie wzgle֒dem
s´rodka sfery. Troche֒ nie wiadomo, kto´ry wybrac´...
Innym rozwia֒zaniem tego problemu niz˙ to z przypisu na stronie 4 jest uprawianie geometrii nie
na sferze, a na p laszczyznie rzutowej. Po prostu umawiamy sie֒, z˙e kaz˙de dwa antypodyczne punkty
to jeden, ten sam punkt. Moz˙emy o tym mys´lec´ naste֒puja֒co: mamy teraz tylko jedna֒ po lkule֒
i jes´li dochodzimy do jej brzegu i chcemy i´sc´ dalej, natychmiast przechodzimy na antypodyczny
punkt.
Sprawdz´, z˙e p laszczyzna rzutowa, podobnie jak wste֒ga Mo¨biusa jest nieorientowalna.
Moz˙na tez˙ umo´wic´ sie֒, z˙e nie be֒da֒ nas interesowac´ odleg los´ci punkto´w ani miary ka֒to´w. No to
niby czym be֒dziemy sie֒ zajmowac´? Nie jest az˙ tak z´le, przy takich ograniczeniach moz˙emy cia֒gle
powiedziec´ na przyk lad, z˙e punkt P lez˙y na wielkim kole q (zamiast wielkie ko lo mo´wi sie֒ tez˙
prosta), albo z˙e dane trzy punkty sa֒ wspo´ lliniowe, lub z˙e trzy proste maja֒ punkt wspo´lny. Dzia l
matematyki zajmuja֒cy sie֒ takimi problemami nazywa sie֒ geometria֒ rzutowa֒. Zawiera ona wiele
zabawnych twierdzen´, choc´by twierdzenie Pappusa albo Pascala. Polecam ksia֒z˙ke֒ Coxetera, bo z
krzywizna֒ geometria rzutowa nie ma zbyt duz˙o wspo´lnego i nie be֒de֒ sie֒ nia֒ tu zajmowac´.
5.14. Spro´buj udowodnic´ jakies´ wzory trygonomerii sferycznej, np wzo´r na pole tro´jka֒ta sfer-
ycznego prostoka֒tnego o znanych przyprostoka֒tnych, albo pole dowolnego tro´jka֒ta sferycznego
przez jego dwa boki i ka֒t albo sferyczny odpowiednik wzoru Herona: wyraz´ pole tro´jka֒ta sfer-
ycznego przez jego boki. Tyle znasz wzoro´w dla tro´jka֒ta na p laszczyznie... Znajdz´ ich odpowied-
niki! Udowodnij wzory Cagnoliego i Lhuiliera (a co to jest?).
Czy dwusieczne tro´jka֒ta sferycznego sie֒ przecinaja֒? A symetralne? S´rodkowe? Wysokos´ci?
Czy potrafisz znalez´c´ sferyczne odpowiedniki twierdzenia Menelausa i Cevy?
Tyle twierdzen´, tyle roboty przed toba֒!
5.15. Mapy. Mapa–to odwzorowanie z kawa lka sfery na p laszczyzne֒. To odwzorowanie nie moz˙e
byc´ byle jakie. Kaz˙dy, kto widzia l, jakie patologiczne funkcje potrafia֒ wymys´lac´ matematycy wie,
z˙e przyda loby sie֒ za loz˙yc´, z˙e to odwzorowanie jest cia֒g le. Ponadto, z˙eby na mapie nic sie֒ nie
skleja lo, lepiej za loz˙yc´, z˙e nasze odwzorowanie jest ro´z˙nowartos´ciowe.
Mapy sfery moz˙na robic´ na ro´z˙ne sposoby. Jednym z naj ladniejszych jest rzut stereograficzny:
sfere֒ k lasziesz na stole na biegunie po ludniowym. Kaz˙demu4 punktowi P sfery przypisuje֒ punkt
P ′, punkt przecie֒cia prostejNP (N–to biegun po´ lnocny) ze sto lem. To odwzorowanie przekszta lca
wielkie ko la w okre֒gi i proste na stole oraz zachowuje ka֒ty. Jak sie֒ o tym przekonac´? Powiem
tylko, z˙e na rzut stereograficzny jest inwersja֒ wzgle֒dem pewnej sfery o s´rodku N . Teraz wystarczy
znac´ elementarne w lasnos´ci inwersji...
4Naprawde֒ kaz˙demu?
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Inne ciekawa mapa: sfere֒ k lasziesz na stole na biegunie po ludniowym. Prawie kaz˙demu5 punk-
towi P sfery przypisuje֒ punkt P ′, punkt przecie֒cia prostej OP (O–to s´rodek sfery) ze sto lem.
Niestety, ta mapa nie zachowuje ka֒to´w, ale za to wielkie ko la przekszta lca na proste.
Bardzo lubie֒ tez˙ inna֒ mape֒, kto´ra z kolei zachowuje pole powierzchni figur, a otrzymuje sie֒ ja֒
rzutuja֒c sfere֒ na powierzchnie֒ walca.
Udowodnij, z˙e nie istnieje mapa (kawa lka) sfery, kto´ra zachowywa laby d lugos´ci krzywych.
Udowodnij, z˙e mapa dowolnej powierzchni dwuwymiarowej, kto´ra zachowuje ka֒ty i powierzchnie
musi tez˙ zachowywac´ d lugos´ci krzywych.
6. P laszczyzna hiperboliczna.
Moz˙esz sprawdzic´, z˙e jaki bys´ nie wzia֒ l promien´ sfery, zawsze ge֒stos´c´ krzywizny be֒dzie dodat-
nia6. A szkoda, bo che֒tnie mia loby sie֒ pod re֒ka֒ jaki´s prosty s´wiat o ujemnej krzywiz´nie. Co to
znaczy prosty? To jasne: izotropowy, czyli w kaz˙dym miejscu wygla֒daja֒cy tak samo! Zgodzicie
sie֒, z˙e filiz˙anka w przeciwien´stwie do sfery ma skomplikowana֒ geometrie֒ w las´nie przez to, z˙e ro´z˙ne
miejsca wygla֒daja֒ ro´z˙nie.
Aby skonstruowac´ taki s´wiat o ujemnej krzywiznie, przypomnijmy sobie, jak zrobiona jest sfera.
W przestrzeni tro´jwymiarowej zadany jest iloczyn skalarny: (x1, y1, z1)·(x2 , y2, z2) = x1x2+y1y2+
z1z2 dla dowolnych wektoro´w (x1, y1, z1) i (x2, y2, z2). Jes´li mamy uk lad wspo´ lrze֒dnych, to moz˙emy
wed lug tego samego przepisu obliczac´ iloczyn skalarny nie tylko wektoro´w, ale i punkto´w. Sfera
jednostkowa to po prostu zbio´r takich punkto´w P , z˙e
−→
OP ·
−→
OP= P · P = 1 (przez O oznaczy lem
s´rodek uk ladu wspo´ lrze֒dnych).
Tym razem wez´my nieco inny iloczyn skalarny: (x1, y1, z1) · (x2, y2, z2) = x1x2 + y1y2 − z1z2.
Ro´z˙nica jest malen´ka. Zobacz jednak, jak dziwnie wygla֒da teraz sfera, zbio´r takich P , z˙e
−→
OP
·
−→
OP= P · P = −1. To hiperboloida paraboliczna, a my be֒dziemy ja֒ nazywac´ p laszczyzna֒
hiperboliczna֒.
Najpierw zobaczmy, jak wygla֒daja֒ izometrie, czyli takie przekszta lcenia przestrzeni, kto´re nie
zmieniaja֒ iloczynu skalarnego. Kiedys´ (dla przestrzeni ze zwyk lym iloczynem skalarnym) by ly
to zwyk le obroty, np. (x, y, z) 7−→ (x cosα + y sinα, y cosα − x sinα, z) i takie przekszta lcnia sa֒
ro´wniez˙ izometriami p laszczyzny hiperbolicznej.
Sprawdz´, z˙e jedna֒ z izometrii dla nowego iloczynu skalarnego jest (x, y, z) 7−→ (x cosh t +
z sinh t, y, z cosh t+ x sinh t), gdzie cosh t = e
t+e−t
2 . sinh t =
et−e−t
2 . Jak wygla֒da z loz˙enie takich
dwo´ch przekszta lcen´? Czy tez˙ jest tej postaci?
Zwyk la sfera wygla֒da w kaz˙dym miejscu tak samo, to znaczy sfere֒ moz˙na tak izometrycznie
przekszta lcic´ na sfere֒, by dowolny punkt sfery przekszta lcic´ na dowolny inny. Te֒ sama֒ w lasnos´c´
ma np. powierzchnia nieskon´czonego walca. Na walcu kaz˙dy punkt wygla֒da tak samo, ale nie
kaz˙dy kierunek wygla֒da tak samo, bo nie istnieje zbyt wiele izometrii powierzchni walca, kto´re
zachowywa ly dany punkt. Powinni´smy wie֒c zaz˙a֒dac´, by w izotropowym (czyli jednorodnym)
s´wiecie istnia la izometria be֒da֒ca obrotem woko´ l wybranego punktu o dowolny ka֒t oraz izometria
przekszta lcaja֒ca dowolny punkt w dowolny inny. Radze֒ ci sprawdzic´, z˙e p laszczyzna hiperboliczna
spe lnia te wymagania.
Zastano´w sie֒, czym sa֒ odpowiedniki prostych lub wielkich ko´l na p laszczyznie hiperbolicznej.
Zauwaz˙, z˙e nasz nowy iloczyn skalarny nie jest dodatnio okres´lony, to znaczy czasami P ·P < 0.
To smutne, bo to oznacza, z˙e nie bardzo wiadomo, co to znaczy | P |= √P · P . Ale jes´li wezmiemy
jaki´s wektor styczny do naszej dziwacznej sfery (powiedzmy, jest to wektor zaczepiony w punkcie
(0, 0, 1), jest on styczny, wie֒c jest postaci ~v = (a, b, 0)), to  latwo sprawdzic´, z˙e wszystko jest w
porza֒dku, bo ~v · ~v = a2 + b2 ≥ 0, zatem iloczyn iloczyn skalarny jest dodatni.
Na sferze odleg los´c´ l punktu P od Q spe lnia zalez˙nos´c´ cos l =
−→
OP ·
−→
OQ. Bardzo podobnie jest
na p laszczyznie hiperbolicznej: cosh l =
−→
OP ·
−→
OQ.
5Co to znaczy?
6Przepraszam, co to jest krzywizna? Ach racja, opowiem o tym w naste֒pnych rozdzia lach.
8 PIOTR S´NIADY
Czy pamie֒tasz, jak robili´smy mapy sfery? Zro´b dok ladnie tak samo mapy p laszczyzny hiper-
bolicznej. Mapa analogiczna do rzutu stereograficznego nazywana jest modelem Poincarego
p laszczyzny hiperbolicznej, a analogiczna do tej drugiej to model Kleina. Pokaz˙, z˙e w modelu
Poincarego proste przechodza֒ na proste i okre֒gi oraz z˙e model Poincarego zachowuje ka֒ty (zno´w
musisz znalez´c´ jaka֒s´ inwersje֒, ale uwaz˙aj! bo nie be֒dzie to zwyk la inwersja), a takz˙e z˙e w modelu
Kleina proste przechodza֒ na proste.
6.1. Dualnos´c´? Hi, hi, hi, a co z dualnos´cia֒? Przyznaje֒, z˙e nie wiem.
6.2. Magiczna liczba
√−1. Popatrz na wzory trygonometryczne na sferze i na p laszczyznie
hiperbolicznej. Czy nie sa֒ do siebie podobne? Jak znaja֒c wzo´r trygonometrii sferycznej odgadna֒c´
odpowiadaja֒cy wzo´r na p laszczyznie hiperbolicznej?
7. Ro´z˙ne s´wiaty.
Chcielibys´my zbadac´ geometrie֒ wewne֒trzna֒ powierzchni dwuwymiarowych (juz˙ wiemy, z˙e ge-
ometria wewne֒trzna obiekto´w jednowymiarowych jest nieciekawa, a zakrzywione przestrzenie
tro´jwymiarowe moga֒ byc´ za trudne jak na pierwsze podej´scie...)
Typowymi przyk ladami takich powierzchni sa֒ zwyk la p laszczyzna, boczna powierzchnia walca,
sfera, torus (czyli de֒tka), powierzchnia filiz˙anki, torus z dwiema dziurkami (ciasteczko z dwoma
dziurkami),...
Sa֒ tez˙ inne, troche֒ nieoczekiwane przyk lady. Moim ulubionym jest p laszczyzna z˙uczkowa.
Wyobraz´my sobie p laszczyzne֒, na kto´rej mieszka sobie z˙uk. Opowiada o tym Richard Feynmann
w doskona lych Wyk ladach z fizyki w tomie II, cze֒s´ci 2, rozdziale 42: na p laszczyz´nie tej w ro´z˙nych
miejscach be֒dzie wyste֒powa la ro´z˙na temperatura. Zak ladamy, z˙e zaro´wno sam z˙uk, jak i pre֒ty
miernicze, kto´rymi be֒dzie sie֒ on pos lugiwa l, sa֒ zbudowane z substancji tym samym wspo´ lczynniku
rozszerzalnos´ci cieplnej. Jes´li nasz z˙uk przeniesie pre֒t mierniczy w celu wykonania pomiaru do
dowolnego miejsca na p laszczyznie, pre֒t natychmiat, na skutek rozszerzalnos´ci cieplnej, zmieni
swoja֒ d lugos´c´ na taka֒, jaka odpowiada temperaturze w danym miejscu. W podobny sposo´b be֒da֒
sie֒ zmienia ly rozmiary kaz˙dego obiektu–samego z˙uka, pre֒ta mierniczego, tro´jka֒ta czy czegokol-
wiek innego–gdyz˙ obiekt taki be֒dzie natychmiast zmienia l swe rozmiary na skutek rozszerzalnos´ci
cieplnej. Kaz˙dy przedmiot be֒dzie d luz˙szy w miejscach gora֒cych niz˙ w miejscach zimnych, a wszys-
tko be֒dzie mia lo ten sam wspo´ lczynnik rozszerzalnos´ci cieplnej.
Moz˙emy tez˙ wyobraz˙ac´ sobie p laszcyzne֒ z˙uczkowa֒ troche֒ inaczej: pre֒dkos´c´, z jaka֒ moz˙e sie֒
poruszac´ z˙uk zalez˙y od miejsca, w kto´rym sie֒ znajduje. W zwia֒zku z tym znacznie naturalniejszym
dla niego sposobem mierzenia ro´z˙nych dro´g na p laszczyznie jest nie pomiar ich d lugos´ci, ale czasu,
jaki zabiera z˙ukowi ich pokonanie.
Kolejny przyk lad otrzymujmy tak: bierzemy jaka֒s´ dwuwymiarowa֒ powierzchnie֒, wycinamy
jaki´s jej kawa lek noz˙yczkami i w sprytny sposo´b sklejamy jej brzeg. W ten sposo´b powstaje znany
wielu graczom komputerowym torus: dolny brzeg ekranu sklejony jest z go´rnym, a lewy z prawym.
Podobnym przyk ladem jest znana nam p laszczyzna rzutowa.
8. Geometria wewne֒trzna.
Zastano´wmy sie֒ teraz jakie wielkos´ci potrafimy mierzyc´ korzystaja֒c wy la֒cznie ze s´rodko´w, ja-
kich dostarcza nam geometria wewne֒trzna powierzchni dwuwymiarowych.
Jes´li interesuje nas geometria wewne֒trzna jakiej´s powierzchni, na pewno nic nie be֒dziemy mogli
powiedziec´ o punktach, kto´re do niej nie nalez˙a֒. Podobnie nie jestes´my w stanie nic powiedziec´ o
wektorach, kto´re nie sa֒ styczne do naszej powierzchni.
Potrafimy zmierzyc´ d lugos´c´ dowolnej krzywej zawartej w interesuja֒cym nas s´wiecie.
W szczego´lnos´ci istnieje najkro´tsza krzywa  la֒cza֒ca dwa wybrane punkty–taka֒ krzywa֒
nazywamy geodezyjna֒. I tak, na zwyk lej p laszczyznie geodezyjnymi sa֒ proste, a na sferze
wielkie ko la.
Potrafimy tez˙ zmierzyc´ ka֒t, jaki tworza֒ dwie przecinaja֒ce sie֒ krzywe lub ka֒t, jaki
tworza֒ dwa wektory zaczepione w tym samym punkcie.
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A czy umiemy zmierzyc´ ka֒t, jaki tworza֒ dwa wektory zaczepione w ro´z˙nych punktach?
Zobaczmy: jes´li mamy dwa wektory zaczepione w ro´z˙nych punktach na p laszcyznie, moz˙emy
zwina֒c´ p laczyzne֒ w tra֒bke֒ tak, z˙eby nic nie popsuc´, nic nie zgia֒c´ ani nie rozcia֒gna֒c´. Oczywi´scie
mieszkan´cy p laszczyzny nic nie zauwaz˙a֒, a ka֒t mie֒dzy wektorami sie֒ zmieni. Tak wie֒c ka֒t
pomie֒dzy dwoma wektorami zaczepionymi w ro´z˙nych punktach nie nalez˙y do ge-
ometrii wewne֒trznej.
Tak samo  latwo jest sie֒ przekonac´, z˙e moz˙emy dodac´ dwa wektory, tylko wtedy, gdy sa֒
zaczepione w tym samym punkcie.
8.1. Ekwidystanty. Jes´li mamy jaka֒s´ krzywa֒, moz˙emy znalez´c´ zbio´r punkto´w, kto´re znajduja֒
sie֒ w ustalonej odlg los´ci od tej krzywej. Zazwyczaj ten zbio´r jest tez˙ jaka֒s´ krzywa֒ i nazywamy ja֒
ekwidystanta֒ (czyli po polsku ro´wnoodlg la֒).
Na p laszczyznie ekwidystanta֒mi prostej sa֒ proste do niej ro´wnoleg le, a na sferze ekwidystanta֒mi
wielkiego ko la—ro´wnika’ sa֒ ro´wnolez˙niki.
Co jest ekwidystanta֒ ekwidystanty?
Co jest ekwidystanta֒ punktu?
Udowodnij, z˙e zawsze ekwidystanty danej krzywej tworza֒ ka֒t prosty z geodezyjnymi
prostopad lymi do tej krzywej.
8.2. Udowodnij, z˙e na torusie (nawet troche֒ pognicionym) istnieje co najmniej 5 geodezyjnych,
kto´re sa֒ zamknie֒tymi krzywymi.
9. Krzywy s´wiat.
9.1. Ka֒t obrotu. Spacerujesz na p laszczyznie po brzegu wieloka֒ta. Swo´j nos zawsze trzymasz
w kierunku marszu, wie֒c w kaz˙dym wierzcho lku musisz sie֒ nieco obro´cic´. Po powrocie do punktu
startu two´j ca lkowity obro´t, czyli suma ka֒to´w, o jakie sie֒ obro´ci les´ wynosi 2π. Na zakrzywionych
powierzchniach zazwyczaj juz˙ tak nie jest.
9.2. Suma ka֒to´w tro´jka֒ta. Defekt. Wszyscy wiemy, z˙e na p laszczyz´nie suma ka֒to´w tro´jka֒ta
jest ro´wna π. Na zakrzywionych powierzchniach zazwyczaj juz˙ tak nie jest, wie֒c wygodnie jest
zdefiniowac´ sobie defekt tro´jka֒ta jako sume֒ jego ka֒to´w odja֒c´ π.
Okazuje sie֒, z˙e defekt tro´jka֒ta na sferze jest zawsze dodatni i ro´wny polu tego tro´jka֒ta
(przypominam, z˙e nasza sfera ma promien´ 1). Bardzo  ladnie jest to pokazane w artykule z Delty.
Widac´ wie֒c, z˙e na sferze suma ka֒to´w tro´jka֒ta jest zawsze wie֒ksza od π.
9.3. Defekt wieloka֒to´w. Zastano´w sie֒, jak zdefiniowac´ defekt dla innych wieloka֒to´w. Udowod-
nij, z˙e defekt dowolnego wieloka֒ta na sferze o promieniu 1 jest zawsze dodatni i ro´wny
polu tego wieloka֒ta.
9.4. Przeniesienie ro´wnoleg le. Na p laszczyznie mamy dany pewien wektor zaczepiony w jakims´
punkcie i naszym celem jest przeniesienie go do jakiegos´ innego punktu. Nie jest to trudne:
rysujemy odcinek pomie֒dzy tymi dwoma punktami i w punkcie docelowym rysujemy wektor o tej
samej d lugos´ci i tworza֒cy ten sam ka֒t z odcinkiem, co nasz wyj´sciowy wektor.
Moz˙emy zrobic´ to samo w troche֒ bardziej skomplikowany sposo´b: rysujemy  lamana֒  la֒cza֒ca֒
punkt pocza֒tkowy i kon´cowy i nasz wektor przesuwamy po kolei przez wszystkie odcinki  lamanej.
Te֒ operacje֒ nazywamy przesunie֒ciem ro´wnoleg lym, przesune֒li´smy ro´wnolegle wektor
wzd luz˙  lamanej.
Na zakrzywionej powierzchni moz˙emy robic´ to samo, role֒ odcinko´w przejma֒ wtedy geodezyjne.
Sprawdz´, z˙e o ile na p laszczyznie wynik nie zalez˙a l od tego, po jakiej  lamanej przesuwali´smy
wektor, to na sferze juz˙ tak nie jest.
Te֒ operacje֒ nazywamy przeniesieniem ro´wnoleg lym, chociaz˙ choc´by na sferze jes´li przeniesiemy
jaki´s wektor gdzie indziej, zazwyczaj pocza֒tkowy i kon´cowy wektor nie sa֒ ro´wnoleg le!
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9.5. Defekt, ka֒t obrotu i przeniesienie ro´wnoleg le. Okazuje sie֒ z˙e defekt, ka֒t obrotu i prze-
niesienie ro´wnoleg le sa֒ bardzo ze soba֒ silnie zwia֒zane. Rozwaz˙my mianowicie pewien wieloka֒t
na zakrzywionej powierzchni. Obliczmy jego defekt. Przespacerujmy sie֒ wzd luz˙ jego ca lego ob-
wodu i obliczmy ca lkowity ka֒t obrotu odja֒c´ 2π. Przesun´my jaki´s wektor wzd luz˙ jego obwodu i
zmierzmy ka֒t mie֒dzy wyj´sciowym i tak przesunie֒tym wektorem. Udowodnij, z˙e te trzy liczby sa֒
ro´wne. Jes´li wie֒c be֒dziesz cos´ chcia l udowodnic´ o defekcie, byc´ moz˙e two´j dowo´d be֒dzie  latwiejszy,
jes´li ro´wnowaz˙nie udowodnisz podobna֒ w lasnos´c´ przesunie֒cia ro´wnoleg lego lub ca lkowitego ka֒ta
obrotu.
Zauwaz˙, z˙e przesunie֒cie ro´wnoleg le, defekt i ka֒t obrotu nalez˙a֒ do geometrii wewne֒trznej.
9.6. Defekt jest addytywny. Wielkos´c´ addytywna to taka wielkos´c´, kto´ra obliczona dla ’sumy’
dwo´ch obiekto´w jest ro´wna sumie wielkos´ci obliczonych dla sk ladniko´w, o ile tylko te sk ladniki sa֒
’roz la֒czne’. Pole powierzchni, obje֒tos´c´, masa,  ladunek elektryczny sa֒ przyk ladami takich wielkos´ci.
Udowodnij, z˙e defekt jest addytywny, czyli suma defekto´w dwo´ch wieloka֒to´w stykaja֒cych
sie֒ tylko wzd luz˙ boko´w jest ro´wny defektowi wieloka֒ta be֒da֒cego suma֒ tamtych.
9.7. Krzywizna wewne֒trzna. Widzimy, z˙e defekt ma wprost cudowne w lasnos´ci: na
p laszczyznie jest stale ro´wny zero i ma niezerowe wartos´ci na sferze, zatem jest jakos´ zwia֒zany
z tym, co intuicyjnie  la֒czymy ze s lowem ’krzywizna’. Ponadto defekt wieloka֒ta moz˙e byc´ zmier-
zony przez mieszkan´co´w danej powierzchni, zatem nalez˙y do geometrii wewne֒trznej. Co wie֒cej,
defekt jest addytywny, zatem duz˙e obszary maja֒ zazwyczaj wie֒kszy defekt, niz˙ ma le, co zgadza
sie֒ z nasza֒ intuicja֒, z˙e efekty zwia֒zane z krzywizna֒ staja֒ sie֒  latwiej obserwowalne na duz˙ych
obszarach. Moz˙emy wie֒c pomys´lec´, z˙e defekt mierzy nam ile ’krzywizny’ znajduje sie֒ wewna֒trz
badanego wieloka֒ta, tak jakby krzywizna by la ro´wnie namacalna֒ wielkos´cia֒ jak masa czy  ladunek
elektryczny. Dlatego tez˙ zdefiniujmy ca lkowita֒ krzywizne֒ danego obszaru powierzchni jako
jego defekt.
Tak jak stosunek masy do obje֒tos´ci jest nazywany ge֒stos´cia֒, a stosunek  ladunku elektrycznego
do obje֒tos´ci ge֒stos´cia֒  ladunku, tak tez˙ stosunek defektu do pola powierzchni nazwijmy
ge֒stos´cia֒ krzywizny lub po prostu krzywizna֒ (uwaz˙aj, z˙eby nie pomylic´ poje֒cia ca lkowitej
krzywizny jakiegos´ obszaru i krzywizny tzn. ge֒stos´ci krzywizny!). Aby zmierzyc´ ge֒stos´c´ krzywizny
powierzchni dwuwymiarowej w jakims´ punkcie, narysujemy ma ly wieloka֒t zawieraja֒cy nasz punkt.
Obliczamy defekt wieloka֒ta i dzielimy przez jego pole.
Wielka֒ zaleta֒ powyz˙szej definicji jest to, z˙e tak zdefiniowana krzywizna jest oczywi´scie
w lasnos´cia֒ wewne֒trzna֒ powerzchni. Problem polega na tym, z˙e korzystaja֒c z niej trudno jest za-
zwyczaj porachowac´ krzywizne֒ jakichs´ konkretnych powierzchni (sfera i p laszczyzna sa֒ wyja֒tkami–
dla nich obliczenie krzywizny nie powinno byc´ z˙adnym problemem). To dlatego, z˙e geodezyjne sa֒
opisywane przez dos´c´ paskudne ro´wnania.
9.8. Krzywizna konkretnych powierzchni. Oblicz ge֒stos´c´ krzywizny na p laszczyznie i na
walcu. Oblicz ge֒stos´c´ krzywizny sfery o promieniu r i jej ca lkowita֒ krzywizne֒. Oblicz ge֒stos´c´
krzywizny bocznej powierzchni stoz˙ka, ’torusa graczy komputerowych’, p laszczyzny rzutowej,
p laszczyzny hiperbolicznej.
9.9. Udowodnij, z˙e jes´li krzywizna jakiegos´ s´wiata wsze֒dzie znika, to prostoka֒t (czyli figura
z loz˙ona z czterech geodezyjnych, ma wszystkie ka֒ty proste) ma ro´wne przeciwleg le boki.
Udowodnij, z˙e taki s´wiat jest lokalnie izometryczny z p laszczyzna֒.
9.10. A jednak sie֒ krzywi! Firma geodezyjna P.Swarthy and S.R.French wynajmuje do prac
nad swoimi mapami stypendysto´w Funduszu, kto´rzy nigdy nie s lyszeli o tym, z˙e Ziemia nie jest
p laska.
Oszacuj, jakiej wielkos´ci deformacje be֒da֒ zawierac´ mapy obszaro´w o wielkos´ci: 10 km, 100km,
1000km, 10000 km.
Innymi s lowy spro´buj narysowac´ na sferze cos´, co przypomina prostoka֒t i oszacuj na ile jego
ka֒ty nie sa֒ proste i na ile przeciwlg le boki nie sa֒ ro´wne.
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9.11. Spacery. Przespaceruj sie֒ jakos´ po p laszczyz´nie tak, z˙eby dok ladnie wro´cic´ do punku startu
i jeszcze z˙eby byc´ miec´ nos skierowany tak, jak na pocza֒tku.
A teraz przenies´ sie֒ na sfere֒ i wykonuj tyle samo kroko´w i te same obroty. Tym razem jednak
prawie na pewno nie wro´ci les´ do punktu wyj´scia. I nos jest troche֒ obro´cony... Moz˙emy oczekiwac´,
z˙e im kro´tsze kroki be֒dziesz robic´, tym te efekty be֒da֒ mniejsze.
Spro´buj zbadac´ to troche֒ dok ladniej: jak (w przybliz˙eniu) odleg los´c´ pocza֒tkowego i kon´cowego
po loz˙enia zalez˙a֒ od d lugos´ci kroku? Jak od d lugos´ci kroku zalez˙y ka֒t, o jaki obraca sie֒ nasz nos?
Wskazo´wka: wybierz sobie jaki´s konkretny,  latwy do obliczen´ kszta lt spaceru. Naj latwiejsze
rachunki otrzymuje sie֒, jes´li spacer ma kszta lt okre֒gu lub prostoka֒ta.
Czy umiesz przeliczyc´ to samo (oczywi´scie w przybliz˙eniu) na jakichs´ innych zakrzywionych
s´wiatach?
9.12. Udowodnij, z˙e jes´li defekt jest proporcjonalny do pola, to nasz s´wiat jest lokalnie izome-
tryczny z p laszczyzna֒, sfera֒ lub p laszczyzna֒ hiperboliczna֒.
10. Promien´ krzywizny krzywej lez˙a֒cej na powierzchni.
Rozwaz˙my jaka֒s´ krzywa֒ lez˙a֒ca֒ na naszej powierzchni. Jak zmierzyc´ promien´ krzywizny w
jakims´ punkcie?
Popatrzmy na kilka przyk lado´w. Na bocznej powierzchni walca narysujmy okra֒g przecinaja֒c
walec p laszczyzna֒ prostopad la֒ do jego osi. Promien´ tego okre֒gu jest ro´wny promieniowi walca. Ale
to wcale nie jest promien´ krzywizny tego okre֒gu zmierzony przez mieszkan´ca powierzchni walca!
Przeciez˙ dla niego ten okra֒g jest prosta֒, zatem wyznaczy on krzywizne֒ tego okre֒gu jako ro´wna֒
zeru. Widac´ wie֒c, z˙e chca֒c zdefiniowac´ promien´ krzywizny krzywej lez˙a֒cej na pewnej powierzchni
tak, by ten promien´ mo´g l byc´ wyznaczony przez geometrie֒ wewne֒trzna֒, musimy byc´ ostroz˙ni.
Ja proponuje֒ naste֒puja֒ca֒ metode֒ mierzenia promienia krzywizny: jes´li mamy jaka֒s´ krzywa֒ i
punkt, w kto´rym interesuje nas promien´ krzywizny, przespacerujmy sie֒ wzd luz˙ kro´tkiego kawa lka
krzywej otaczaja֒cego wybrany przez nas punkt. Po spacerze mierzymy d lugos´c´ drogi, po jakiej
porusza la sie֒ nasza lewa (oznaczmy ta֒ droge֒ przez l) i prawa stopa (oznaczmy ta֒ droge֒ przez p).
Jes´li rozstaw sto´p jest ro´wny d, to promien´ krzywizny jest ro´wny R = ld
l−p .
Proponuje֒, z˙ebys´ sprawdzi l, czy ta definicja daje na p laszczyznie dobre wyniki.
Innym dobrym c´wiczeniem be֒dzie sprawdzenie, jak dzia la nasza definicja na sferze. Rozwaz˙
okra֒g o promieniu a (promien´ zosta l zmierzony przez mieszkan´co´w sfery). Oblicz promien´ krzy-
wizny tego okre֒gu.
Udowodnij waz˙na֒ w lasnos´c´ geodezyjnej, z˙e mianowicie jej krzywizna jest ro´wna 0.
11. P laszczyzna z˙uczkowa
11.1. Dlaczego ida֒c prosto idziemy tak krzywo? Rozkaz˙ z˙ukowi i´sc´ prosto! Dran´ nie chce.
To proste: z˙uk zawsze skre֒ca, gdy jego lewe nogi sa֒ na obszarze, w kto´rym moga֒ rozwina֒c´ inna֒
pre֒dkos´c´, niz˙ prawe nogi.
Napisz ro´wnanie opisuja֒ce zmiane֒ wektora pre֒dkos´ci z˙uka w czasie.7 Wynik zapisz w postaci:
d
dt
vi(t) +
∑
i
∑
j
Γijkv
jvk = 0,
gdzie vi dla i ∈ {1, 2} to sk ladowe wektora ~v, w sumach wskaz´niki j, k przebiegaja֒ zbio´r indeksuja֒cy
wspo´ lrze֒dne {1, 2}. Γ powinny byc´ tylko funkcjami zalez˙nymi od funkcji opisuja֒cej szybkos´c´ z˙o´ lwia
i jej pochodnych. Fachowcy nazywaja֒ Γ symbolami Christofela.
Rozwaz˙ p laszczyzne֒ z˙uczkowa֒, na kto´rej pre֒dkos´c´ z˙uczka zalez˙y tylko od jednej wspo´ lrze֒dnej.
Napisz ro´wnanie, jakie spe lnia geodezyjna. Jes´li zamiast robaczka wezmiemy s´wiat lo, powinienes´
uzyskac´ prawo Snella znane ci z fizyki, a mo´wia֒ce o stosunku sinuso´w ka֒ta padania i za lamania
s´wiat la na granicy os´rodko´w.
7Zauwaz˙, z˙e sa֒ dwa powody, dla kto´rych wektor pre֒dkos´ci mia lby sie֒ zmienic´: z˙uk w lazi na obszar, gdzie moz˙e
szybciej lub wolniej biec wie֒c wektor pre֒dkos´ci sie֒ wyd luz˙a lub skraca oraz z˙uk, a z nim i wektor pre֒dkos´ci, skre֒ca
z powodu innej pre֒dkos´ci lewych i prawych no´g.
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11.2. Jak mi lo jest byc´ z˙ukiem. Istnieje pie֒kne twierdzenie mo´wia֒ce o tym, z˙e kaz˙dy s´wiat
(dok ladniej: kaz˙da rozmaitos´c´ dwuwymiarowa) jest lokalnie izometryczny z pewna֒ p laszczyzna֒
z˙uczkowa֒ (czyli woko´ l kaz˙dego punktu moz˙na wycia֒c´ kawa lek rozmaitos´ci tak, by by l konforemnie
izometryczny z p laszczyzna֒). Nic dziwnego, z˙e z˙uki (dok ladniej: owady) osia֒gne֒ ly taki sukces
ewolucyjny.
12. Charakterystyka Eulera–Poincarego. Wzo´r Gaussa–Boneta.
Rozpatrzmy dowolna֒ dwuwymiarowa֒ powierzchnie֒ bez brzegu, na przyk lad sfere֒, torus,
p laszyzne֒ rzutowa֒, torus z kilkoma uszami... Dzielimy nasza֒ powierzchnie֒ w dowolny sposo´b
na S wieloka֒to´w, kto´rych bokami sa֒ geodezyjne. Przez K oznaczmy ilos´c´ wszystkich krawe֒dzi,
a przez W ilos´c´ wszystkich wierzcho lko´w. Krzywizna ca lkowita naszej powierzchni to po prostu
suma defekto´w wszystkich wieloka֒to´w. Defekt n−ka֒ta jest ro´wny z definicji sumie jego ka֒to´w
wewne֒trznych odja֒c´ (n− 2)π = nπ − 2π. Suma wszystkich ka֒to´w wychodza֒cych z danego wierz-
cho lka jest ro´wna 2π, zatem suma ka֒to´w wewne֒trznych wszystkich wieloka֒to´w jest ro´wna 2πK.
Suma liczby boko´w wszystkich wieloka֒to´w jest ro´wna 2K, gdyz˙ kaz˙da krawe֒dz´ nalez˙y do dwo´ch
wieloka֒to´w. Widac´ wie֒c, z˙e suma defekto´w wszystkich wieloka֒to´w jest ro´wna 2π(W −K + S).
Te֒ wielkos´c´, W − K + S oznaczamy tradycyjnie litera֒ grecka֒ χ (chi) i nazywamy charak-
terystyka֒ Eulera–Poincarego. Tak wie֒c nasz rezultat moz˙emy zapisac´ w postaci
krzywizna ca lkowita = 2πχ.
Jest to s lynny wzo´r Gaussa–Boneta.
Udowodnij, z˙e charakterystyka Eulera nie zalez˙y od sposobu, w jaki podzielili´smy na pocza֒tku
nasza֒ powierzchnie֒ na wieloka֒ty.
Oblicz charakterystyke֒ Eulera sfery, torusa, torusa z dwoma uchami, p laszczyzny rzutowej.
Udowodnij, z˙e jes´li lekko zmodyfikujemy jaka֒s´ powierzchnie֒ (wgniatanie jakiej´s cze֒s´ci paluchem
itp.) to nie zmieni to jej ca lkowitej krzywizny.
13. Co by by lo...
Co by by lo, gdyby Ziemia nie spoczywa la na grzbietach czterech z˙o´ lwi, ale by la nieskon´czona֒
p laszczyzna֒, p laszczyzna֒ hiperboliczna֒ lub (o zgrozo!) sfera֒? Rozwaz˙ ekonomiczne, polityczne,
historyczne naste֒pstwa.
Co by by lo, gdyby Wszechs´wiat mia l kszta lt nieskon´czonej p laskiej przestrzeni, przestrzeni
hiperbolicznej lub tro´jwymiarowej sfery? Jak wygla֒da lyby prawa fiyzki: prawo Coulomba, prawo
cia֒z˙enia...
Zerknij do ksia֒z˙eczki Gamowa. On tez˙ sie֒ nad tym zastanawia. Czy zgadzasz sie֒ z wszystkimi
jego wnioskami?
14. Powierzchnie zawarte w przestrzeni tro´jwymiarowej
14.1. Geodezyjna i przeniesienie na powierzchniach zanurzonych w przestrzeni
tro´jwymiarowej. Rozwaz˙my powierzchnie֒ zanurzona֒ w przestrzeni tro´jwmiarowej. Narysujmy
na niej jaka֒s´ geodezyjna֒ i pozaznaczajmy w kaz˙dym jej punkcie wektor styczny do geodezyjnej.
Oczywi´scie te wektory nie musza֒ byc´ ro´wnoleg le do siebie; przebiegaja֒c geodezyjna֒ wektor styczny
be֒dzie sie֒ jakos´ obraca l. Okazuje sie֒, z˙e pochodna z wektora stycznego (czyli po prostu
wektor, w kierunku kto´rego obraca sie֒ wektor styczny) jest prostopad ly do naszej
powierzchni. Sprawdz´, z˙e istotnie jest tak na sferze i na bocznej powierzchni walca. Teraz
udowodnimy to w ogo´lnym przypadku.
Przypus´c´my bowiem, z˙e tak nie jest, to znaczy pochodna z wektora stycznego ma sk ladowa֒
ro´wnoleg la֒ do powierzchni. W takim razie pocia֒gnijmy troszeczke֒ s´rodkowy kawa lek naszej
geodezyjnej w kierunku wyznaczona֒ przez ta֒ sk ladowa֒. Otrzymamy w ten sposo´b krzywa֒
nadal lez˙a֒ca֒ na naszej powierzchni,  la֒cza֒ca֒ te same punkty kon´cowe, ale kro´tsza֒ od wyj´sciowej
geodezyjnej (dlaczego? popatrz na krzywa֒ lez˙a֒ca֒ na p laszczyznie i wykonaj dla niej te֒ sama֒
operacje֒). Otrzymali´smy sprzecznos´c´.
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Wiedza֒c to, udowodnij, z˙e jes´li przenosimy ro´wnolegle jaki´s wektor wzd luz˙
geodezyjnej, zaznaczymy w kaz˙dym punkcie geodezyjnej tak otrzymany wektor i
be֒dziemy przebiegac´ ca la֒ geodezyjna֒ i patrzec´, jak obraca sie֒ nasz wektor, to
pochodna z tego wektora jest prostopad la do naszej powierzchni.
14.2. Krzywizna zewne֒trzna powierzchni. Rozwaz˙my jaka֒s´ dwuwymiarowa֒ powierzchnie֒ za-
warta֒ w zwyk lej przestrzeni tro´jwymiarowej. Oczywi´scie krzywizna wewne֒trzna nie opisuje w pe lni
sposobu, w jaki powierzchnia jest po loz˙ona w przestrzeni, podobnie jak geometria wewne֒trzna
krzywej lez˙a֒cej na powierzchni nie opisuje jej promienia krzywizny. Chcemy wie֒c tak zdefiniowac´
krzywizne֒ zewne֒trzna֒ powierzchni, by zawrzec´ w niej ca la֒ istotna֒ informacje֒. Ale jak to zrobic´?
Na szcze֒s´cie jestes´my prawdziwymi ekspertami od krzywizny krzywej lez˙a֒cej na p laszczyznie.
Gdybys´my tak problem wyznaczenia krzywizny powierzchni potrafili jakos´ sprowadzic´ do mierzenia
krzywizny krzywych...
Be֒dziemy przecinac´ nasza֒ powierzchnie֒ p laszczyzna֒ przechodza֒ca֒ przez wybrany punkt i
prostopad la֒ do powierzchni. Patrza֒c na p laszczyzne֒ widzimy kawa lek badanej powierzchni–krzywa֒
be֒da֒ca֒ cze֒s´cia֒ p laszczyzny i powierzchni. Krzywizne֒ tej krzywej oczywi´scie moz˙emy policzyc´. W
trakcie przekre֒cania p laszczyzny ta krzywizna be֒dzie sie֒ zmieniac´...
Wygodnie be֒dzie wybrac´ taki uk lad wspo´ lrze֒dnych, z˙eby nasz punkt znalaz l sie֒ w jego s´rodku
O oraz z˙eby nasza powierzchnia by la styczna do p laszczyzny OXY . Powiedzmy, z˙e w tym uk ladzie
wspo´ lrze֒dnych nasza powierzchnia jest opisana ro´wnaniem z = f(x, y). Z˙eby by lo jeszcze  latwiej,
niech f(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 8.
Teraz be֒dziemy przecinac´ nasza֒ powierzchnie֒ p laszczyznami przechodza֒cymi przez punkt
O i prostopad lymi do p laszczyzny OXY . Na takiej p laszczyznie wygodnie jest miec´ uk lad
wspo´ lrze֒dnych. Jedna֒ os´ juz˙ mamy: jest nia֒ os´ OZ. Jako druga֒ os´ OT bierzemy prosta֒ be֒da֒ca֒
przecie֒ciem naszej p laszczyzny i p laszczyzny OXY . Pomie֒dzy wspo´ lrze֒dnymi (x, y, z) i (t, z)
punktu lez˙a֒cego na naszej p laszcyznie jest prosty zwia֒zek: x = cosαt, y = sinαt, z = z (przez α
oznaczyli´smy ka֒t ∠XOT ).
Patrza֒c na nasza֒ p laszczyzne֒ widzimy kawa lek badanej powierzchni–krzywa֒ be֒da֒ca֒ cze֒s´cia֒
p laszczyzny i powierzchni. Ro´wnanie tej krzywej to z(t) = f(cosαt, sinαt) = (a cos2α +
b sinα cosα + c sin2α)t2. Ci, kto´rzy policzyli krzywizne֒ paraboli wiedza֒, z˙e krzywizna naszej
krzywej jest ro´wna 2(a cos2α+ b sinα cosα+ c sin2α). Krzywizna mierzona w pewnych kierunkach
jest wie֒ksza, w innych mniejsza. Udowodnij, z˙e kierunek, w kto´rym krzywizna jest najwie֒ksza, jest
prostopad ly do kierunku, w kto´rym krzywizna jest najmniejsza. Te kierunki nazywamy kierunk-
ami g lo´wnymi. Krzywizny w kierunkach g lo´wnych nazywamy krzywiznami g lo´wnymi.
Oblicz g lo´wne krzywizny dla p laszczyzny, sfery, powierzchni bocznej walca.
Oblicz g lo´wne krzywizny dla rozwaz˙anej powierzchni f(x, y) = ax2 + bxy + cy2 w punkcie
(0, 0, 0).
Udowodnij, z˙e znaja֒c kierunki g lo´wne i krzywizny g lo´wne jestes´my w stanie obliczyc´ krzywizne֒
w dowolnym kierunku.
14.3. A gdzie ta prawdziwa krzywizna? A gdzie ta prawdziwa krzywizna? To zalez˙y, kto
pyta.
Badacza baniek mydlanych interesuje tzw. krzywizna s´rednia, czyli kmin + kmax (dlaczego?)
A krzywizna wewne֒trzna? Jak ja֒ obliczyc´ z kmin i kmax? To tajemnica, obliczymy to troche֒
po´z´niej.
14.4. Odwzorowanie Gaussa. Dwuwymiarowa powierzchnia zanurzona w przestrzeni
tro´jwymiaroej ma dwie strony9. Jes´li rysujemy jednostkowy wektor normalny do naszej
powierzchni, moz˙emy to zrobic´ na dwa sposoby, wybieramy wie֒c jedna֒ ze stron i w te֒ strone֒
be֒dziemy wybierac´ zwrot wektoro´w normalnych.
8Jes´li jestes´ pedantem, przelicz to w ogo´lnym przypadku zak ladaja֒c tylko, z˙e f jest dwukrotnie ro´z˙niczkowalna
i z˙e jej pierwsze pochodne znikaja֒ w zerze. Dostaniesz to samo.
9A co sie֒ dzieje, gdy nasza powierzchnia ma tylko jedna֒ strone֒, podobnie jak wste֒ga Mo¨biusa? Nie denerwujemy
sie֒, poniewaz˙ interesuja֒ nas tylko lokalne w lasnos´ci powierzchni, moz˙emy noz˙yczkami wycia֒c´ ma ly kawa lek, kto´ry
be֒dzie mia l dwie strony.
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Odwzorowanie Gaussa przyporza֒dkowuje punktom powierzchni punkty sfery w naste֒puja֒cy
sposo´b: jes´li mamy jaki´s punkt powierzchni, wyznaczamy wektor, kto´ry jest normalny do
powierzchni w tym w las´nie punkcie. Naste֒pnie ten wektor przesuwamy tak, by jego punkt za-
czepienia znalaz l sie֒ w s´rodku naszej sfery. Teraz koniec wektora wskazuje ten punkt sfery, o kto´ry
nam chodzi lo.
Analogicznie moz˙emy odwzorowanie Gaussa tez˙ zdefiniowac´ dla wektoro´w stycznych do naszej
powierzchni tak, by w analogiczny sposo´b przypisywac´ im wektory styczne do sfery. Po prostu pa-
trzymy na punkt zaczepienia wektora stycznego do naszej powierzchni, przekszta lcamy ten punkt
zwyk lym przekszta lceniem Gaussa i tak dostajemy lez˙a֒cy na sferze punkt zaczepienia nowego
wektora. W nowym punkcie zaczepienia rysujemy wektor ro´wnoleg ly do wyj´sciowego–i juz˙!
Rozwaz˙my dowolny obszar na naszej powierzchni, kto´rego brzeg jest jaka֒s´ krzywa֒. Wez´my
jaki´s wektor lez˙a֒cy na tej krzywej. Wiemy, z˙e jes´li przesuniemy go wzd luz˙ tej krzywej, to ka֒t, o
jaki ten wektor sie֒ obro´ci jest ro´wny defektowi naszego obszaru.
Odwzorowanie Gaussa przeprowadza nasz obszar w jaki´s kawa lek sfery, krzywa ograniczaja֒ca
nasz obszar zastaje przeprowadzona w krzywa֒ ograniczaja֒ca֒ ten kawa lek sfery. Ro´wniez˙ wektory
lez˙a֒ce wzd luz˙ krzywej zostaja֒ przekszta lcone na wektory zaczepione na sferze.
Niezwyk le jest to, z˙e zgodnie z tym, co pokazali´smy w rozdziale 14.1, te wektory na sferze
sa֒ ro´wniez˙ przenoszone ro´wnolegle, zatem defekty obu obszaro´w sa֒ takie same. Innymi s lowy:
odwzorowanie Gaussa zachowuje krzywizne֒ wewne֒trzna֒. Poniewaz˙ jednak na sferze defekt
dowolnego obszaru jest ro´wny jego powierzchni, zatem odwzorowanie Gaussa przeprowadza
dowolny obszar powierzchni w pewien obszar lez˙a֒cy na sferze, kto´rego pole jest ro´wne
defektowi wyj´sciowego obszaru. Zatem ge֒stos´c´ krzywizny danej powierzchni jest ro´wna
czynnikowi, o jaki powie֒ksza sie֒ pole powierzchni przy odwzorowaniu Gaussa.
14.5. Odwzorowanie Gaussa w dzia laniu. Rozpatrzmy ponownie powierzchnie֒ z = ax2 +
2bxy + cy2.  Latwo sprawdzic´, z˙e wektorem normalnym do naszej powierzchni jest wektor
(−2ax − 2by,−2bx − 2cy, 1). Co prawda nie ma on zazwyczaj d lugos´ci 1, ale nie be֒dziemy sie֒
tym przejmowac´, bo dla otoczenia punktu (0, 0, 0) ta ro´z˙nica nie jest istotna10. Ten wektor wyz-
nacza nam odwzorowanie Gaussa. Moz˙emy o nim mys´lec´ jak o odwzorowaniu kawa lka p laszczyzny
(bo nasza powierzchnia z = f(x, y) lokalnie bardzo przypomina p laszczyzne֒ z = 0) w kawa lek
p laszczyzny (bo sfera, na kto´ra֒ przeprowadza nas Gauss, w okolicach punktu (1, 0, 0) wygla֒da jak
p laszczyzna z = 1). Odwzorowanie to ma macierz
[ −2a −2b
−2b −2c
]
. Czynnik, o jaki powie֒ksza
sie֒ pole powierzchni przy odwzorowaniu Gaussa, jest ro´wny wyznacznikowi tego przekszta lcenia,
czyli 4(ac− b2).
Jes´li poro´wnasz ten wynik z wzorami na krzywizny g lo´wne, kto´re dostali´smy w rozdziale 14.2,
okaz˙e sie֒, z˙e jest on ro´wny iloczynowi krzywizn g lo´wnych.
Zatem krzywizna wewne֒trzna dowolnej powierzchni zanurzonej w przestrzeni
tro´jwymiarowej jest ro´wna iloczynowi krzywizn g lo´wnych. Ten wynik Gauss nazwa l the-
orema egregum, tak bardzo ucieszy l go ten wynik. Czy ciebie tez˙ ucieszy l?
15. Parkiety.
Rysujemy parkiet. Najpierw musimy sie֒ zdecydowac´ z czego be֒dziemy budowac´ nasz parkiet.
Moz˙emy sie֒ zdecydowac´ na dowolny n-ka֒t: czworoka֒t, pie֒cioka֒t,... Na pocza֒tek umo´wmy sie֒, z˙e
be֒dzie to tro´jka֒t. Naste֒pnie musimy sie֒ zdecydowac´ ile klepek parkietu ma sie֒ stykac´ w kaz˙dym
wierzcho lku. Zobaczmy kilka przyk lado´w...
...tu w kaz˙dym wierzcho lku styka sie֒ pie֒c´ klepek. No co´z˙, nasz parkiet jest dos´c´ kos´lawy, ale
przeciez˙ nikt nie obiecywa l, z˙e parkiet be֒dzie zrobiony z wieloka֒to´w foremnych.
...a tu w kaz˙dym wierzcho lku styka sie֒ siedem klepek.
Narysuj kilka tro´jka֒tnych parkieto´w w kto´rych w kaz˙dym wierzcho lku stykaja sie֒: trzy, cztery,
pie֒c´, szes´c´ i siedem klepek.
10Oczywi´scie moz˙na dalsze rachunki przeprowadzic´ dla tego wektora juz˙ po przeskalowaniu go tak, by mia l
d lugos´c´ 1, ale rachunki be֒da֒ troche֒ gorsze... Moz˙esz to sprawdzic´.
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Jak to sie֒ dzieje, z˙e dla pewnych liczb klepek w wierzcho lku (6 i 7) moz˙na zbudowac´ parkiet z
dowolnie wielka֒ liczba֒ klepek, a dla innych–nie? Co to ma wspo´lnego z charakterystyka֒ Eulera?
Popatrz na twoje parkiety jak na sp laszczone i zdeformowane modele wielos´ciano´w foremnych.
W ten sposo´b istota z˙yja֒ca w dwuwymiarowym s´wiecie mog laby dok ladnie policzyc´ ilos´c´ wierz-
cho lko´w, s´cian i krawe֒dzi dla wszystkich wielos´ciano´w foremnych. Zro´b to i ty! Taka interpretacja
parkietu za lamuje sie֒ np. dla tro´jka֒tnego parkietu o szes´ciu (lub wie֒cej) klepkach w wierzcho lku.
Jak wie֒c nalez˙y zinterpretowac´ taki parkiet?
Parkiety mog lyby pomo´c istocie dwuwymiarowej w opisaniu wielos´ciano´w foremnych. W jaki
sposo´b my, istoty tro´jwymiarowe moz˙emy zabrac´ sie֒ za czterowymiarowe wielos´ciany foremne?
(zerknij do ksia֒z˙ki Coxetera)
Obejrzyj (ale gdzie?) pie֒kne grafiki Eschera zatytu lowane przez niego Kre֒gi graniczne. Co
maja֒ one wspo´lnego z naszymi parkietami?
15.1. We֒dro´wki po parkietach. W pewnym szalonym mies´cie plan miasta wygla֒da dok ladnie
tak, jak jeden z naszych parkieto´w. Wybieramy sie֒ na spacer. Na kaz˙dym skrzyz˙owaniu zapisu-
jemy, w kto´ra֒ droge֒ skre֒cili´smy W ten sposo´b otrzymujemy pewien napis okres´laja֒cy w pe lni nasz
spacer, np: 224356 oznacza, z˙e dwa razy skre֒cili´smy w ulice֒ druga֒ z lewej, potem w czwarta֒...
Moz˙e wymys´lisz jaki´s lepszy sposo´b?
We֒druja֒c po mies´cie nie zawsze robimy to w sposo´b optymalny, tj. nie chodzimy najkro´tsza֒
moz˙liwa֒ droga֒. Opisz, jak z tekstu opisuja֒cego pewien spacer otrzymac´ tekst opisuja֒cy najkro´tszy
moz˙liwy spacer mie֒dzy tymi samymi dwoma punktami. Jak nie robia֒c rysunku udowodnisz, z˙e
jest to naprawda֒ najkro´tszy taki spacer?
Dwie osoby wybra ly sie֒ na przechadzke֒. Znasz napisy okres´laja֒ce ich spacery. Jak sprawdzisz,
czy dosz ly one do tego samego miejsca?
Pewna osoba wybra la sie֒ na we֒dro´wke֒ po trasie, kto´ra okaza la sie֒ byc´  lamana֒ zamknie֒ta֒. Jak
zmierzyc´ pole zawarte wewna֒trz tej  lamanej, jes´li znasz napis okres´laja֒cy ten spacer? Przez pole
powierzchni umawiamy sie֒ rozumiec´ ilos´c´ klepek parkietowych.
15.2. Geometria na parkiecie. Wybierz sobie jaki´s parkiet. Policz ilos´c´ skrzyz˙owan´, do kto´rych
moz˙na doj´sc´ w N krokach z ustalonego miejsca i zro´b wykres. Czym ro´z˙nia֒ sie֒ przypadki parkietu
tro´jka֒tnego w kto´rym w wierzcho lkach styka sie֒ pie֒c´, szes´c´ i siedem klepek?
Jak zalez˙y pole ko la od promienia na sferze, p laszczyz´nie i na p laszczyz´nie hiperbolicznej?
16. A co jest w wie֒kszych wymiarach?
Nasze dotychczasowe rozwaz˙ania dotyzy ly ro˙z˙nych dwuwymiarowych powierzchni. Ale
oczywi´scie nie ma powodu, by nie spro´bowac´ tego samego z zakrzywionymi powierzchniami
tro´jwymiarowymi, czterowymiarowymi,... Czy cos´ sie֒ zmieni, czy wszystko, co powiedzieli´smy
pozostaje prawda֒?
Pokaz˙, z˙e suma ka֒to´w bry lowych czworos´cianu nie jest zawsze taka sama. A zatem nie moz˙na
juz˙ zdefiniowac´ jakiegos´ tro´jwymiarowego odpowiednika defektu.
Udowodnij, z˙e charakterystyka Eulera dowolnej rozmaitos´ci tro´jwymiarowej bez brzegu ro´wna
jest 0. Jak widzisz, nie jest  latwo uogo´lnic´ wzo´r Gaussa–Bonneta na wyz˙sze wymiary (ale jest to
moz˙liwe).
Osobi´scie podejrzewam, z˙e zasadnicza ro´z˙nica pomie֒dzy dwoma oraz trzema lub wie֒cej wymi-
arami lez˙y w tym, z˙e na dwuwymiarowej p laszczyznie moz˙na dobrze zdefiniowac´ ka֒t obrotu, a w
wyz˙szych wymiarach nie (mo´wia֒c ezoterycznie: grupa obroto´w p laszczyzny SO(2) jest przemni-
enna, a SO(3) juz˙ nie).
Jes´li chcesz wiedziec´, jak mimo wszystko dac´ sobie rade֒ w przestrzeni tro´jwymiarowej (marzy-
cielu, obudz´ sie֒! przyszlo ci z˙yc´ w las´nie w takiej przestrzeni!) sie֒gnij po ksia֒z˙ke֒ Feynmanna.
17. Zrozumiec´ Einsteina.
Nie mam si ly. Poczytaj Feynmanna. Albo zapytaj mnie.
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18. Odpowiedzi na niekto´re zadania.
3.1 Rozwia֒zanie Tomasza Elsnera.
Parabola o ro´wnaniu y = ax2 to zbio´r punkto´w, kto´rych odleg los´c´ od prostej m o ro´wnaniu
y = −l jest ro´wna odleg los´ci od punktu P = (0, l), gdzie a = 14l (sprawdz´!).
Jes´li Q jest punktem naszej paraboli, a R jest rzutem punktu P na prosta֒ m, to dwusieczna
ka֒ta ∠PQR jest styczna֒ do paraboli wyznaczona֒ w punkcie Q. Gdyby bowiem tak nie by lo,
nasza dwusieczna przecina laby parabole֒ w jakims´ innym punkcie Q′, kto´rego rzut na prosta֒ m.
Tro´jka֒ty PQQ′ i RQQ′ sa֒ przystaja֒ce, poniewaz˙ maja֒ wspo´lny bok QQ′, PQ = QR oraz ka֒ty
∠PQQ′ = ∠RQQ′, zatem ro´wniez˙ PQ′ = Q′R. Ale poniewaz˙ punkt Q′ lez˙y na paraboli, zatem
PQ′ = Q′R′.  La֒cza֒c te wyniki dostajemy Q′R′ = Q′R, co nie jest moz˙liwe.
Wybieramy punkt Q tak, by by l bardzo blisko punktu O = (0, 0), w kto´rym to punkcie chcemy
zmierzyc´ krzywizne֒. Narysujmy normalne do naszej paraboli w punktach O i Q. Oznaczmy ich
punkt przecie֒cia przez S. Widac´, z˙e proste SQ i PR sa֒ prostopad le do stycznej do paraboli
wyznaczonej w punkcie Q czyli dwusiecznej ka֒ta PQR, a wie֒c te proste sa֒ ro´wnoleg le. Punkty
SQRP tworza֒ ro´wnoleg lobok, zatem SP = QR.
Promien´ krzywizny paraboli w punkcie O zdefiniowali´smy jako odleg los´c´ SO = l + QR. Jes´li
punkt Q wybrali´smy bardzo blisko O, to QR ≈ PO = l, zatem SO = 2l = 12a .
Promien´ krzywizny elipy na kon´cu d luz˙szej po´ losi wynosi (a−b)(a+b)
a
, a na kon´cu kro´tszej a
2
√
a2−b2
3.2 Narysujmy w kaz˙dym punkcie krzywej wektor styczny. Po przej´sciu  luku okre֒gu o d lugos´ci l
i promieni krzywizny r, wektor styczny obraca sie֒ o ka֒t ro´wny l
r
. Zatem po przej´sciu ca lej krzywej
wektor styczny obro´ci sie֒ o ka֒t l1
r1
+ l2
r2
+ .... Ale ca lkowita֒ krzywizne֒ krzywej zdefiniowali´smy jako
te֒ sume֒. Zatem ca lkowita krzywizna krzywej jest ro´wna 2π× (ile razy obraca sie֒ wektor styczny
przy jednokrotnym obej´sciu krzywej).
W szczego´lnos´ci ca lkowita krzywizna okre֒gu jest ro´wna ±2π (to, czy nalez˙y wybrac´ plus czy
minus, zalez˙y od tego, w kto´ra֒ strone֒ obchodzimy nasz okra֒g), ca lkowita krzywizna o´semki jest
ro´wna 0...
5.6 cos c = cos a cos b+ sin a sin b cos γ
5.7 Rozwia֒zanie 1. Wybieramy uk lad wspo´ lrze֒dnych tak samo, jak w dowodzie twierdzenia
Pitagorasa i teraz tez˙ A = (cos b, sin b, 0), B = (cos a, 0, sina), C = (1, 0, 0). Szukamy teraz
wielkiego ko la przechodza֒cego przez A i B. Nie jest to trudne: przeciez˙ wektor prostopad ly do
wektoro´w
−→
OA i
−→
OB moz˙na otrzymac´ wyznaczaja֒c ich iloczyn wektorowy, kto´ry w tym wypadku
jest ro´wny (sin a sin b,− cosa sin b,− sina cos b). Ten wektor ma d lugos´c´ ro´wna֒ iloczynowi d lugos´ci
mnoz˙onych wektoro´w oraz sinusa ka֒ta zawartego mie֒dzy nimi, zatem nasz wektor ma d lugos´c´ sin c.
Zatem wektorem o d lugos´ci 1 prostopad lym do
−→
OA i
−→
OB jest ( sin a sin bsin c ,− cosa sin bsin c ,− sin a cos bsin c ) i
sa֒ to jednoczes´nie wspo´ lczynniki wielkiego ko la wyznaczonego przez bok c. Wielkie ko lo wyz-
naczone przez bok b ma oczywi´scie wspo´ lrze֒dne (0, 1, 0) lub (0,−1, 0). Wybiermy te֒ druga֒
moz˙liwos´c´–gdybys´my wybrali pierwsza֒ nie sta loby sie֒ nic strasznego, ale zamiast kosinusa ka֒ta α
otrzymalibys´my kosinus ka֒ta dope lniaja֒cego do α, czyli π − α. Tak wie֒c cosα = (0,−1, 0) ·
( sin a sin bsin c ,− cosa sin bsin c ,− sin a cos bsin c ) = cosa sin bsin c . Z twierdzenia Pitagorasa cos a = cos ccos b , zatem
cosα = tg btg c .
Rozwia֒zanie 2. Ze wzoro´w al-Battaniego mamy
cosα =
cos a− cos b cos c
sin b sin c
...podnosimy obie strony do kwadratu...
cos2 α =
(cos a− cos b cos c)2
sin2 b sin2 c
=
=
(cos a− cos b cos c)2
(1− cos2 b) sin2 c =
(cos2 a− cos a cos b cos c)2
(cos2 a− cos2 a cos2 b) sin2 c
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...teraz zauwaz˙amy, z˙e z twierdzenia Pitagorasa cos a cos b = cos c...
cos2 α =
(cos2 a− cos2 c)2
(cos2 a− cos2 c) sin2 c =
cos2 a− cos2 c
sin2 c
sin2 α = 1− cos2 α = sin
2 a
sin2 c
A zatem mamy
sinα =
sina
sin c
(troche֒ oszukali´smy, co ze znakiem?)
Podobnie znajdujemy druga֒ formu le֒:
cosα =
cos a− cos b cos c
sin b sin c
=
cos a cos b− cos2 b cos c
sin b cos b sin c
=
=
cos c− cos2 b cos c
sin b cos b sin c
=
sin b cos c
cos b sin c
=
tg b
tg c
5.9 Obwo´d jest ro´wny 2π sin r, a pole ro´wne 2π(1− cos r).
10 Odpowiedz´ 1: Jes´li chodzimy tak, z˙eby jedna noga sta֒pa la po okre֒gu o promieniu a, a druga
po okre֒gu o promieniu a+∆a, to jedna noga przechodzi droge֒ 2π sina, a druga 2π sin(a+∆a) =
2π(sin a cos∆a+ cos a sin∆a) ≈ 2π(sin a+∆a cos a). Sta֒d znajdujemy promien´ krzywizny ro´wny
tg a.
Odpowiedz´ 2: Rozwaz˙my stoz˙ek styczny do sfery wzd luz˙ naszego okre֒gu. Mieszkan´cy sfery
i stoz˙ka mierza֒c promien´ krzywizny naszego okre֒gu otrzymaja֒ ten sam wynik. A wynik, jaki
otrzymaja֒ mieszkan´cy stoz˙ka  latwo otrzymac´, poniewaz˙ (po drobnej ingerencji noz˙yczek) stoz˙ek
daje sie֒ rozprostowac´ bez z˙adnych deformacji do kawa lka p laszczyzny.
14.2 Krzywizny g lo´wne naszej powierzchni sa֒ ro´wne kmin = a+ c−
√
(a− c)2 + 4b2 kmax =
a+ c+
√
(a− c)2 + 4b2. kmin + kmax = 2(a+ c), kminkmax = 4(ac− b2).
9.11 Spacer po okre֒gu. Rozwaz˙my okra֒g na sferze (nie koniecznie ko lo wielkie)–to po
nim be֒dziemy we֒drowac´. S´rodek sfery tradycyjnie oznaczamy przez O, s´rodek naszego okre֒gu
oznaczmy przez R. Dla kaz˙dego punktu P lez˙a֒cego na okre֒gu ka֒t ∠POR jest taki sam, oznaczmy
wie֒c go przez α.
Promien´ naszego okre֒gu jest ro´wny oczywi´scie sinα. Tym nie mniej mieszkan´cowi sfery wydaje
sie֒, z˙e ma on promien´ tg α. Na p laszczyz´nie trzeba przej´sc´ d lugos´c´ 2πtg α wzd luz˙  luku okre֒gu
o tym promieniu, z˙eby wro´cic´ do punktu wyj´scia. Tymczasem ida֒c tyle samo wzd luz˙ naszego
okre֒gu na sferze, wracamy do punktu wyj´scia, mijamy go i idziemy jeszcze troche֒ dalej. Faktyczny
obwo´d okre֒gu jest ro´wny 2π sinα, zatem po minie֒ciu punktu pocza֒tkowego przejdziemy jeszcze
2πtg α− 2π sinα = 2πtg α(1 − cosα).
Choc´ moglibys´my dok ladnie policzyc´ odleg los´c´ punktu pocza֒tkowego i kon´cowego naszej
podro´z˙y, pos luz˙ymy sie֒ prostym przybliz˙niem. Mianowicie w przybliz˙eniu ta odleg los´c´ jest ro´wna
d lugos´ci drogi, jaka֒ przechodzimy po minie֒ciu punktu pocza֒tkowego, czyli 2πtg α(1 − cosα) ≈
πα3.
A teraz zastano´wmy sie֒, jaki ka֒t tworza֒ pocza֒tkowy i kon´cowy kierunek naszego nosa. I
tu pojawia sie֒ problem: mianowicie chcemy mierzyc´ ka֒t pomie֒dzy dwoma wektorami (nosy),
kto´rych punkty zaczepienia sa֒ gdzie indziej. Fachowiec od geometrii ro´z˙niczkowej stanowczo za-
protestowa lby przeciwko takim pro´bom.
Rozwaz˙my wie֒c nieco zmodyfikowany spacer na p laszczy znie. Be֒dziemy chodzic´ (tak jak
poprzednio) po okre֒gu o promieniu R = tg α, ale tym razem nie obejdziemy ca lego obwodu, ale
tylko d lugos´c´ 2π sinα. Zatem ka֒t mie֒dzy pocza֒tkowym i kon´cowym kierunkiem nosa jest ro´wny
storunkowi przebytej drogi i promienia ko la, czyli 2π sinαtg α = 2π cosα. Jes´li wie֒c teraz obro´cimy sie֒
jeszcze o ka֒t 2π(1− cosα), to, tak jak chcieli´smy, nos wro´ci do pocza֒tkowego po loz˙enia.
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Jes´li ten sam spacer wykonamy na sferze, to zgodnie z tym, co juz˙ powiedzieli´smy, wro´cimy
dok ladnie do punktu startu; ale obro´t o 2π(1− cosα) sprawia, z˙e w las´nie o tyle ro´z˙ni sie֒ kon´cowe
i pocza֒tkowe po loz˙enie nosa. W przybliz˙eniu jest to ro´wne πα2.
Wynik ten nie powinien nas dziwic´. Przeciez˙ ka֒t, o jaki zostajemy obro´ceni jest dok ladnie ro´wny
defektowi wieloka֒ta po kto´rym idziemy. Na sferze o promieniu 1 defekt jest dok ladnie ro´wny polu,
a pole czaszy, kto´ra֒ obchodzimy jest przeciez˙ ro´wne 2π(1− cosα).
Wypada teraz wycia֒gna֒c´ wnioski. We֒druja֒c po sferze napotykamy dwa zjawiska wywo lane
przez krzywizne֒: nie wracamy dok ladnie do punktu startu (choc´ ’powinni´smy’) i zostajemy troche֒
obro´ceni. Wielkos´c´ kaz˙dego z tych efekto´w zalez˙y–mo´wia֒c troche֒ nieprecyzyjnie–od wielkos´ci ob-
szaru, po kto´rym sie֒ poruszamy. W przypadku chodzenia po okre֒gu moz˙emy te֒ wielkos´c´ scharak-
teryzowac´ np. przez α. Pierwszy efekt jest rze֒du α3, czyli jest dla ma lych α pomijalnie ma ly
w poro´wnaniu z wielkos´cia֒ drugiego efektu, kto´ry jest ro´wny polu obchozonego obszary (w przy-
bliz˙eniu α2).
Spacer po prostoka֒cie. Idziesz prosto przed siebie (przebyta֒ droge֒ oznaczymy przez a).
Naste֒pnie idziesz ’rakiem’ w prawo i przebywasz droge֒ b. Teraz idziesz do ty lu, przebywasz droge֒
a. I znowu idziesz rakiem, ale w lewo i przebywasz droge֒ b. Gdzie jestes´?
Na p laszczyz´nie odpowiedz jest prosta: jestem dok ladnie tam, gdzie by lem na samym pocza֒tku.
A na sferze?
Wprowadz´my uk lad wspo´ lrze֒dnych sztywno zwia֒zany z we֒drowcem. We֒dro´wka we֒drowca po
sferze wygla֒da w takim uk ladzie troche֒ inaczej: we֒drowiec spoczywa, a pod jego stopami obraca
sie֒ sfera. Kaz˙demu takiemu obrotowi sfery odpowiada jakas´ macierz. Macierze odpowiadaja֒ce
kolejnym krokom sa֒ ro´wne

 cos a − sin a 0sin a cos a 0
0 0 1

,

 1 0 00 cos b − sin b
0 sin b cos b

,

 cos a sin a 0− sina cos a 0
0 0 1

,

 1 0 00 cos b sin b
0 − sin b cos b

. Z˙eby zobaczyc´ macierz odpowiadaja֒ca֒ ca lemu spacerowi, trzeba je
przemnoz˙yc´ w tej w las´nie kolejnos´ci. Najpierw policzymy iloczyn pierwszych dwu:
 cos a − sin a 0sin a cos a 0
0 0 1

×

 1 0 00 cos b − sin b
0 sin b cos b

 =

 cos a − sin a cos b sin a sin bsin a cos a cos b − cosa sin b
0 sin b cos b


Poniewaz˙ macierz trzecia i czwarta ro´z˙nia֒ sie od pierwszej i drugiej tylko znakami przy sinusach,
iloczyn trzeciej i czwartej macierzy  latwo uzyskac´ zmieniaja֒c znaki przy sinusach w obliczonym
juz˙ iloczynie pierwszej i drugiej macierzy. Tak wie֒ iloczyn wszystkich czterech macierzy jest ro´wny
 cos a − sina cos b sina sin bsin a cos a cos b − cosa sin b
0 sin b cos b

×

 cos a sin a cos b sina sin b− sin a cos a cos b cos a sin b
0 − sin b cos b

 =

 1− sin
2 a(1− cos b) sin a cos a cos b(1− cos b) sin a sin b[1− (1− cos a)(1 − cos b)]
sin a cos b(1− cos a) 1 + (1 − cos a)(1− cos b)(cos a cos b− 1) sin b[sin2 a+ cos a cos b(cosa− 1)]
− sina cos b sin b cos b(cos a− 1) 1− sin2 b(1− cos a)


≈


1− a2b22 ab
2
2 ab
a3
2 1− a
2b2(a2+b2)
8
a2b
2
−ab −a2b2 1− a
2b2
2


Wnioski, jakie moz˙na wycia֒gna֒c´ z tego wyniku sa֒ takie same, jak dla we֒dro´wki po okre֒gu.
